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jj 要 


本 文 主要 对 Lévy 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 和 随机 时 洁 微分 方程 
在 p 次 型 空间 中 的 解 的 存在 唯一 性 这 一 基础 理论 进行 研究 。 同时 对 
Lévy 过 程 驱动 的 随机 时 滞 微 分 方程 在 控制 理论 中 的 应 用 做 了 简单 的 
研究 ， 也 即 研究 了 系统 的 渐 近 可 控 性 。 

全 文 分 为 七 章 。 

第 一 章 为 绪论 。 简单 关 述 了 随机 系统 的 理论 与 应 用 意义 ,对 随机 
微分 方程 的 相关 研究 做 了 综述 。 其 中 重点 介绍 了 Brownian 运动 驱动 
的 各 种 随机 微分 方程 的 主要 结果 和 相关 方法 。 同 时 对 一 般 Lévy XE 
驱动 的 各 种 随机 微分 方程 已 有 的 一 些 结果 进行 了 简单 分 析 。 介 绍 了 本 
学 位 论文 的 研究 意义 与 创新 。 

第 二 章 为 Lévy 过 程 的 预备 知识 , 主要 介绍 了 Lévy 过 程 的 定义 、 
可 分 性 以 及 Lévy 过 程 的 特征 和 Lévy 过 程 的 Lévy-It HR. Ito 公式 
等 基础 理论 与 常用 的 结论 。 

三 章 为 随机 微分 方程 的 预备 知识 , 主要 介绍 随机 微分 方程 的 基 

本 理论 , 包括 Brownian 运动 驱动 的 随机 常 微分 方程 和 随机 偏 微分 广 

程 以 及 随机 时 潜 微 分 方程 的 基本 理论 和 相应 的 一 些 结论 。 对 于 Lévy 

型 随机 微分 方程 ， 主 要 介绍 了 一 些 已 有 的 Lévy 型 随机 微分 方程 的 基 
础 理论 。 

第 四 章 主要 讨论 了 Lévy 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 
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性 。 当 驱动 随机 微分 方程 的 Lévy 过 程 的 跳 的 跳 率 不 为 常数 ， 而 
是 一 个 与 系统 相关 的 函数 时 ,方程 在 一 个 可 分 Banach 空间 即 2 次 型 
空间 中 ， 系数 在 一 定 条 件 下 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 
O BER, 主要 利用 抽象 空间 中 的 算 子 半 群 方法 ,考虑 随机 偏 短 分 
方程 的 适度 解 。 使 用 算 子 的 分 数 宕 的 方法 ， 研究 了 Poisson 随机 测度 
驱动 下 的 随机 时 洁 偏 徽 分 方程 在 W 型 p 次 空间 中 解 的 存在 和 唯一 性 ， 
其 中 p=1 或 者 p=2。 

第 六 章 ， 主 要 研究 了 p(1<p<2) 次 M 型 Banach 空间 中 Poison 随 
机 测度 驱动 的 带 有 限时 灌 随机 时 灌 偏向 分 方程 软 解 的 存在 唯一 性 和 
ENE. 

第 七 章 ， 利 用 Gaans 的 Lévy 过 程 的 级 数理 论 所 得 到 的 结论 ， 对 
随机 时 灌 微 分 控制 系统 的 浙 近 可 控 性 进行 了 研究 。 — 

关键 词 : Lévy 过 程 ，Poisson 随机 测度 ， MDMAA, Wie: 
ME ERR: PETRE 


ABSTRACT 


This paper mainly discusses the basic theory of stochastic differential 
equations and stochastic differential equations with delay driven by Lévy 
process in M type p Banach space. The existence and uniqueness of 
solutions for stochastic differential equations and stochastic function 
differential equations are obtained, respectively. Then the applications of 
stochastic system with delay in control theory are investigated. We 
consider the approximate controllability for semi-linear retarded 


stochastic systems with Hilbert space valued Lévy noise. 
It is divided into seven chapters. 


Chapter I is the introduction. In this chapter, we introduce the theory 
and the applications of stochastic systems briefly, and give ! review of 
research for stochastic differentia equation. In the review, we mainly 
present the results and the methods which used on the stochastic 
differential equations driven by Brownian motion. Moreover, we present 
some results of variety of stochastic differential equations driven by Lévy 
process. Next, we introduce the research significance and the innovation 


in the paper. 


The second chapter is the preliminaries of Lévy process. In this chapter, 
the basic theories and commonly conclusions are mainly presented 


Ill 


, suchas the definition of Lévy process, the divisibility of Lévy process, 


Lévy-Itó decomposition and Itó formula. 


Chapter III is the preliminaries of stochastic differential equations. In 
this chapter, the elementary theories of stochastic differential equation are 
introduced, including stochastic ordinary differential equation and 
stochastic partial differential equation driven by Brownian motion. Also, 
we introduce the basic theories of stochastic delay differential — 
For the stochastic delay differential equations driven by Lévy process, we 


just introduce some basic results which presented in some literatures. 


The fourth chapter focuses on the existence and uniqueness of the 
solutions for stochastic differential equations driven by Lévy process. In 
this chapter, we consider the case that the jumps of the Lévy process are 
not constant and depend on the solution of the stochastic system. The 
main Mdh are obtained in the separability M type 2 Banach space 
when the oostticiudi of the stochastic differential equations satisfy certain 


conditions. 


In the fifth chapter, the stochastic partial differential equations are 
studied. We consider the existence and uniqueness of mild solutions to 
stochastic partial functional differential equations with finite delay and 
driven by Poisson random measure, the coefficients of the equation are 
locally Lipschtiz. Let A4:E—9E be a generator of an analytic 


semigroup on E and A’,a>0 be fractional powers of A, where 
IV 


Banachspace E is M type p and p is 1l or 2. 


Chapter VI, the existence and uniqueness of mild solutions to 
stochastic partial differential equations with delay driven by Poisson 


random measure are investigated. The equation is the follow, 


du(t) =[-Au(t)+ f (u, Jt - | (z,u, ) N (dz, dr), 


where A:E-E is the generator of an analytic semigroup on E, E 
being a M type pü«p«2) Banach spaces. /:XV, and 


g:X 2 L(Z,V ) satisfy Lipschitz condition, where X - C([-4,0] E). 


In the seventh chapter, the results of the paper[1] are generalized. We 
investigate the approximate controllability for semi-linear retarded 
stochastic systems with Hilbert space valued Lévy noise. Sufficient 


conditions for approximate controllability results are established for this 


stochastic systems. An example is also provided to illustrate the theory. 


KEY WORDS: Lévy process; stochastic partial functional 
differential equations; M type p, Poisson random measure; Martingale 


solution; delay; Mild solution; approximate controllability 
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1.1 研究 背景 


描述 自然 界 的 运动 、 实 际 工程 技术 和 社会 经 济 领 域 中 许多 问题 的 动态 规律 
时 ， 一 般 有 确定 性 的 系统 和 随机 系统 两 种 。 而 随机 系统 与 确定 性 系统 又 有 着 紧 
密 的 联系 。 简单 而 言 ， 随 机 系统 就 是 考虑 确定 性 系统 时 加 入 了 实际 中 存在 的 一 些 
随机 干扰 。 由 于 于 扰 的 复杂 性 ， 实 际 中 的 随机 系统 比 确定 性 系统 要 复杂 很 多 ， 当 
AR 其 理论 和 仿真 研究 因而 也 就 比 确 定性 系统 的 理论 和 仿真 研究 要 迟到 了 很 多 。 
随机 系统 中 的 随机 干扰 是 指 系统 在 运行 的 过 程 中 受到 各 种 随机 因素 的 干扰 或 对 
系统 输入 输出 进行 量 测 时 存在 着 的 随机 误差 。 这 类 例子 在 系统 控制 、 生 态 学 以 及 
经 济 学 领域 中 比比 丝 是 , 如 空间 飞行 器 的 动态 特性 是 依赖 空气 中 动力 参数 ,而 这 
些 参数 既 会 随 着 飞行 高 度 、 飞 行 速度 及 大 气 中 的 随机 因素 变化 而 变化 ， 也 会 随 
着 飞行 器 燃料 的 逐渐 消耗 而 改变 。 从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ， 从 某 种 程度 上 说 , 真 
于 能 用 确定 性 系统 描述 的 理想 过 程 是 不 存在 的 。 也 就 是 说 确定 性 系统 刻画 的 是 
经 过 简化 的 运动 规律 而 并 非 实际 规律 。 当 然 随 机 系统 也 并 非 实际 运动 规律 的 完全 
”刻画 ， 但 是 它 相 对 与 确定 性 系统 而 言 要 离 实 际 近 一 些 。 

我 们 知道 , 为 了 研究 的 方便 , 可 以 将 确定 性 系统 分 为 常 微 分 系统 和 偏 微分 系 
统 。 对 于 随机 系统 ， 与 确定 性 系统 一 样 也 可 以 分 为 随机 常 微分 系统 和 随机 偏 微 
分 系统 。 由 于 随机 系统 中 存在 着 随机 干扰 ， 那 么 当 考 虑 随机 干扰 的 情况 时 候 ， 随 
机 干扰 不 同 随机 系统 也 是 大 不 一 样 的 ， 这 些 我 们 可 以 由 随机 过 程 理 论 的 复杂 性 
可 以 得 知 。 随 着 随机 过 程 以 及 随机 分 析 理 论 的 发 展 ， 人 们 对 于 随机 过 程 也 即 是 
随机 干扰 有 了 更 深入 的 了 解 , 这 样 就 使 得 我 们 在 研究 随机 系统 时 可 以 考虑 越 来 越 
复杂 的 随机 干扰 ， 从 而 使 得 研究 的 随机 系统 越 来 越 接近 实际 情况 。 

对 于 下 面 给 出 的 经 典 H6- 型 随机 常 微分 方程 ( 即 Brownian 运动 驱动 的 随机 常 
微分 方程 ) 

G - a(t, X (t))dt + b(t, X (t))dW (t) 


AW -x (1.1.1) 
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已 有 相当 多 的 专著 对 形 如 方程 (1.1.1) 解 的 存在 唯一 性 以 及 解 的 稳定 性 等 相 
关 理 论 进 行 了 详细 的 介绍 ， 如 著 光 和 鲁 [2]、 毛 学 荣 [3-6] A R ESIN 
B.Oksendal[8] 等 ， 当 然 我 们 还 可 以 参看 如 下 的 文献 [9-13]。 对 于 经 典 的 It6- 型 随 
机 常 微分 方程 的 研究 , 除了 上 面 提 到 的 相关 理论 以 外 , 同时 还 有 很 多 学 者 对 方程 
(1.1.1) 8/8. ( 强 解 和 弱 解 ) 的 密度 函数 关于 Lebesgre 测度 的 绝对 连续 性 、 解 的 不 变 
测度 的 存在 性 和 随机 流 的 研究 ， 如 : D.Nulart 在 [14] 中 利用 典 则 Wiener 空间 中 的 
Malliavin 分 析 方 法 对 It6- 型 随机 微分 方程 解 的 不 变 测 度 和 解 的 密度 函数 光滑 性 进 
行 了 研究 ，H.Kutita 对 tô 随机 微分 方程 和 由 此 得 到 的 随机 流 进行 了 研究 [15]， 
其 他 的 我 们 同样 可 以 参看 文献 以 及 这 些 文献 后 面 的 参考 文献 [16,17]。 对 于 tô- 
型 随机 微分 方程 , 非 适应 分 析 也 是 其 中 一 个 非常 重要 的 研究 方向 , 在 非 适应 分 析 
方面 ,利用 Malliavin 分 析 来 研究 非 适 应 It6- 型 随机 微分 方程 也 已 经 有 了 许多 文献 
进行 了 研究 ， 我 们 可 以 参看 文献 [14,18-20] 等 。 

对 It- 型 随机 偏 微分 方程 的 研究 ， 也 有 了 很 多 结果 ， 包 括 解 的 存在 唯一 性 的 
理论 研究 以 及 随机 偏 微分 方程 在 经 济 学 和 系统 控制 等 应 用 方面 的 研究 。 文献 [21] 
中 利用 半 群 以 及 随机 卷 积 的 方法 给 出 了 解 的 存在 唯一 性 以 及 解 的 相关 性 质 ， e] 
时 也 给 出 了 随机 偏 微分 方程 的 相关 应 用 ;文献 [22] 中 对 It6- 型 随机 偏 微分 方程 
解 的 遍历 性 进行 了 研究 ， 文献 [23] 中 利用 利 亚 普 洛 夫 函 数 等 方法 对 It6- 型 随机 偏 
微分 方程 解 的 几 类 稳定 性 做 了 研究 ， N. V.Krylov 等 利用 分 析 的 方法 对 ft6- 型 随 
机 偏 微分 方程 解 的 基本 理论 进行 了 研究 [24-28] 得 到 了 关于 解 的 乙 理论 的 许 
多 结果 ;” 张 希 承 等 利用 插值 空间 理论 以 及 Malliavin 分 析 对 解 的 相关 正则 性 进行 
了 研究 [29,30]; S.S.Marta 利用 Malliavin 分 析 对 It6- 型 随机 偏 微分 方程 解 的 密度 
测度 的 光滑 性 和 绝对 收敛 性 做 了 研究 [31]， 关于 随机 偏 微分 方程 的 解 的 解 的 密 
度 测度 的 光滑 性 研究 还 有 [32] 等 。 其 他 关于 It6- 型 随机 偏 微分 方程 的 研究 还 有 很 
多 ， 可 以 参看 [33-35] 等 文献 。 

对 It6- 型 随机 时 兆 微 分 方程 的 研究 ， 同 样 有 了 很 多 相关 研究 文献 。 如 S. 
E.A.Mohammed 在 专著 [36] 和 讲义 [37] 中 对 It6- 型 随机 时 滞 微 分 方程 解 的 存在 唯 
一 性 以 及 解 对 初 值 的 依赖 性 做 了 研究 ， 其 他 相关 文献 有 [38-40] 等 。 BTE ACA] A 
统 和 It- 型 随机 时 滞 微 分 方程 在 控制 中 的 应 用 研究 也 得 到 很 多 学 者 的 重视 ， 具 体 
一 些 情况 可 以 看 相应 的 参考 文献 [41-47,1] 等 。 


中 南大 学 博 十 学 位 论文 第 一 章 ”绪论 


随 着 对 Lévy 过 程 研究 的 日 益 广泛 , Lévy 过 程 日 益 广泛 地 被 应 用 到 系统 控制 
和 经 济 学 领域 中 。 关于 Lévy 过 程 的 Malliavin 分 析 理 论 及 其 在 经 济 学 与 控制 上 的 
应 用 得 到 了 越 来 越 多 的 结果 ， 如 [48-57] 等 。 同时 越 来 越 多 的 研究 者 对 带 跳 的 
Lévy 过 程 张 动 的 随机 微分 方程 即 Lévy 型 随机 微分 方程 给 出 了 很 多 有 意义 的 结 
果 : 如 解 的 存在 唯一 性 [58-64]、 关于 Lebesgre 测度 的 绝对 连续 性 [65-68]、 解 的 
Malliavin 分 析 [69-72]、 解 的 不 变 测度 以 及 解 的 相关 正则 性 [17,32,73-75]。 最 近 
还 出 版 了 几 本 关于 Lévy- 随 机 微分 方程 的 专著 ， 如 [76,77]。 在 Lévy-JE BRUN i 
微分 方程 也 有 了 很 多 理论 和 应 用 方面 的 研究 ， 如 LEvy- 型 随机 时 滞 微 分 方程 解 与 
解 的 相应 性 质 , 具体 可 以 参看 [78-82] 等 文献 。 现 有 的 对 Lévy 型 随机 时 滞 偏 微分 
方程 研究 文献 中 ， 主要 在 较为 简单 的 可 分 Hilbert 空间 中 对 Lévy 型 随机 时 滞 偏 


微分 方程 进行 研究 ， 在 一 般 的 上 次 好 型 空间 中 对 随机 时 滞 微 分 方程 的 研究 还 是 


比较 的 少 。 而 对 不 带 时 灌 的 随机 微分 方程 在 了 次 M 型 空间 中 的 研究 已 经 有 
[83-85] 等 文献 。 同 样 的 ， 对 于 随机 时 涉 微 分 方程 在 控制 中 应 用 已 有 很 多 研究 ， 
如 [43,45,86]， 但 是 多 是 限于 Brownian 运动 张 动 的 随机 时 淇 微分 方程 。 本 文 将 对 


“次 型 空间 中 带 时 淳 的 随机 微分 方程 进行 研究 ; 同时 也 对 Lévy RELI AA 
程 在 控制 中 应 用 加 以 研究 ， 尤 其 是 利用 级 数 方法 对 Lévy 过 程 进行 处 理 来 研究 随 
BLA Tis AR BEAN AT Hz HE 


1.2. 本 文 的 主要 工作 


1.2.1 问题 的 提出 与 创新 


由 上 一 节 所 给 的 许多 文献 中 的 成 果 , 不 难 发 现 ， 对 于 Brownian 152/28] S] BR 
机 微分 方程 而 言 ,无 论 是 随机 常 微分 方程 还 是 随机 偏 微分 方程 ， 他 们 的 理论 研究 
和 应 用 研究 都 已 经 有 了 较为 成 熟 的 体系 , 也 有 了 许多 非常 漂亮 的 结果 。 这 些 文献 
结果 中 ， 有 些 是 利用 微分 方程 理论 中 的 泛 函 分 析 的 方法 得 到 的 ， 同 时 也 有 很 大 
一 部 分 是 由 微分 方程 的 抽象 理论 也 即 是 抽象 空间 中 的 半 群 理论 得 到 。 当 然 , 抽象 
空间 中 的 半 群 理论 主 用 来 研究 随机 偏 微分 方程 。 由 于 无 时 滞 的 Brownian 运动 驱 
动 的 随机 偏 微分 方程 的 发 展 ， 自 然而 然 的 带动 了 相应 的 时 滞 随 机 微分 方程 的 发 
展 ， 因 而 带 时 滞 的 各 类 随机 微分 方程 的 理论 研究 也 有 了 很 多 有 用 的 结论 。 
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随 着 经 济 学 研究 和 系统 控制 等 应 用 科学 的 发 展 , 对 于 系统 的 随机 干扰 提出 了 
更 多 一 般 的 情形 ， 因 而 引发 了 对 一 般 Lévy 过 程 及 其 应 用 的 广泛 研究 ， 使 得 一 般 
Lévy 过 程 的 相关 研究 与 应 用 成 为 一 个 热点 。 顺 理 成 章 地 ,一 般 Lévy 过 程 驱动 的 
随机 微分 方程 研究 也 成 为 了 一 个 热点 。 由 于 一 般 Lévy 过 程 与 Brownian 运动 这 一 
特殊 的 Lévy 过 程 有 着 许多 相同 之 处 ， 但 是 更 多 的 差异 导致 一 般 Lévy 过 程 比 
Brownian 运动 要 复杂 的 多 。 近 年 来 ， 对 于 带 跳 的 Lévy 过 程 驱动 的 随机 常 微分 方 
程 相关 理论 研究 有 了 许多 文献 ， 但 这 些 文献 中 都 只 是 考虑 了 Lévy 过 程 的 跳 的 跳 
率 为 常数 ， 若 跳 率 不 为 常数 ,而 是 为 与 系统 有 关 的 一 个 函数 时 ， 那么 有 什么 样 的 
结果 呢 ? 当 然 当 跳 率 不 为 常数 时 ， 随 机 微分 方程 所 描述 的 随机 系统 更 切合 实际 一 
些 

对 于 有 限 维 空间 和 一 般 的 Hilbert 空间 中 , 一 般 Lévy 过 程 驱 动 的 随机 偏 微 分 
方程 和 随机 时 灌 微 分 方程 , 利用 不 动 点 理论 和 Malliavin 分 析 等 思想 方法 对 解 的 
存在 唯一 性 ， 甚 至 解 的 一 些 性 质 , 已 经 存在 一 些 文献 给 出 了 相应 的 结论 。 那 么 对 
于 一 般 的 无 穷 维 空间 呢 ， 这 些 结论 是 否 还 将 成 立 呢 ， 或 者 是 ， 要 使 得 结论 成 立 ， 
则 条 件 会 变 成 什么 样 呢 ? 那 么 对 于 随机 时 灌 的 微分 方程 又 有 什么 样 的 结论 呢 ? 同 
FER, 对 于 随机 时 滞 微 分 方程 在 控制 中 点 用 已 有 的 很 多 研究 中 , 多 限于 Brownian 
运动 张 动 的 随机 时 滞 微 分 方程 ， 如 果 红 动 随机 时 滞 微 分 方程 的 为 一 般 的 Lévy 过 
程 时 ,那么 这 一 随机 时 滞 微 分 系统 的 可 控 性 又 会 怎样 呢 ? 本 学 位 论文 将 对 提出 的 
问题 加 以 研究 并 得 到 一 些 很 有 意义 的 结果 。 

分 析 已 有 的 结论 ， 不 难 发 现 ， 对 于 随员 微分 系统 中 , 解 的 存在 唯一 性 这 一 基 
础 理论 的 研究 ， 大 多 采用 的 是 Picard 逐次 逼近 法 和 压缩 算 子 的 不 动 点 定理 方法 
来 进行 的 。 尽 管 本 学 位 论文 中 所 考虑 的 问题 较 已 有 的 结论 中 所 考虑 的 问题 要 复杂 
一 些 ， 但 是 这 一 思想 方法 却 还 是 可 用 的 。 只 能 是 说 用 老 方法 去 解决 遇 到 的 一 些 
新 问题 ， 当 然 这 些 问 题 和 已 经 解决 的 问题 不 是 完全 一 样 的 , 还 有 可 能 会 遇 到 其 中 
可 能 有 新 的 问题 。 如 第 四 章 中 ， 我 们 利用 不 动 点 定理 来 证 明了 解 的 存在 唯一 性 ， 
但 是 对 于 跳 率 的 处 理 和 解 的 空间 我 们 必须 要 针对 Levy 过 程 给 出 相应 的 空间 ， 这 


样 我 们 才 可 以 利用 不 动 点 定理 进行 证 明 ; 同样 , 在 第 五 章 中 的 证 明 也 同样 碰 到 这 - 


个 问题 , 我 们 同样 采用 针对 过 程 的 特点 定义 新 的 空间 , 并 证 明 在 这 个 空间 中 每 个 
积分 都 是 有 意义 的 ， 也 是 在 上 的 ， 然 后 再 利用 不 动 点 定理 进行 证 明 ， 第 六 章 中 ， 
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由 于 证 明 的 是 蒜 解 的 存在 唯一 性 ,而 且 p 的 取 值 范围 比 第 五 章 要 广 , 并且 对 算 子 
A 也 没有 那么 多 的 要 求 , 这 就 使 得 我 们 必须 构造 新 的 空间 ,这 一 空间 的 构造 也 是 
基于 Skorohod 空间 的 方法 来 ， 但 是 由 于 时 浪 微 分 方程 ， 时 滞 的 影响 ， 使 得 我 们 
在 这 里 对 空间 的 构造 更 加 难 ,但 是 我 们 还 是 想 办 法 进行 解决 。 也 就 是 说 ， 这 里 利 
用 了 一 些 常用 的 方法 , 将 原 有 的 一 些 结论 推广 到 了 一 些 新 的 问题 当中 这 些 推广 不 
只 是 在 原来 方程 上 的 一 个 简单 推广 , 如 将 不 融 时 灌 的 方程 的 结论 推广 到 带 时 灌 的 
情形 时 候 , 我 们 知道 空间 是 大 不 相同 的 , 因此 对 存在 唯一 性 的 讨论 也 就 复杂 了 很 
多 , 总 的 来 说 我 们 的 结论 还 是 有 着 很 好 的 创新 性 ， 并 对 解 的 相关 性 质 的 讨论 有 着 
很 重要 的 帮助 。 现 在 已 完成 了 一 系列 论文 。 本 学 位 论文 就 是 这 一 系列 论文 的 一 个 
综合 与 总 结 。 

总 的 来 说 ， 本 学 位 论文 主要 有 下 面 的 一 些 内 容 ， 对 无 穷 维 空间 中 Lévy 过 程 
的 跳 率 不 为 常数 时 的 随机 常 微分 方程 的 基础 理论 进行 了 研究 ; 对 一 般 的 无 穷 维 空 
间 了 次 必 型 空间 中 的 随机 时 澡 微 分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 理论 进行 了 研究 ， 得 
到 了 相关 结论 ， 利 用 随机 级 数 的 方法 ， 对 Lévy 过 程 张 动 的 随机 微分 方程 在 控制 
理论 中 应 用 加 以 研究 ,得 到 了 一 个 新 的 结论 。 这 些 结论 在 目前 可 查 的 国际 文献 中 
尚未 见 到 。 


1.2.2 主要 内 容 


本 学 位 论文 主要 分 为 三 大 部 分 。 

第 一 部 分 ， 即 第 一 章 ， 绪 论 部 分 。 

简单 阐述 了 随机 系统 的 理论 与 应 用 意义 , 对 随机 微分 方程 的 相关 研究 做 了 综 
述 。 其 中 重点 介绍 了 Brownian 运动 驱动 的 各 种 随机 微分 方程 的 主要 结果 和 相关 
方法 。 同 时 对 一 般 Lévy 过 程 驱 动 的 各 种 随机 微分 方程 已 有 的 一 些 结果 进行 了 简 
单 分 析 。 介 绍 了 本 学 位 论文 的 研究 意义 与 创新 。 

第 二 部 分 ，Lévy 过 程 与 随机 微分 方程 的 准备 知识 。 

在 本 部 分 中 ， 主 要 介绍 了 Levy 过 程 的 相应 的 基础 知识 与 随机 微分 方程 的 一 
些 基础 结论 。 分 为 两 章 , 第 二 章 , 主要 介绍 了 Lévy 过 程 的 定义 ， 可 分 性 以 及 Lévy 
过 程 的 特征 和 Lévy-Itó DAR, tô 公式 等 基础 理论 与 常用 的 结论 。 第 三 章 中 主要 
介绍 随机 微分 方程 的 基本 理论 ， 包 括 Brownian 运动 驶 动 的 随机 常 微分 方程 和 随 
机 偏 微分 方程 以 及 随机 时 滞 微 分 方程 的 基本 理论 和 相应 的 一 些 结论 。 对 于 Lévy 
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型 随机 微分 方程 ， 主 要 介绍 了 一 些 已 有 的 Lévy 型 随机 微分 方程 的 基础 理论 。 

第 三 部 分 : Lévy 过 程 驴 动 的 随机 常 微分 方程 和 随机 时 灌 偏 微分 方程 的 一 些 
结论 。 这 一 部 分 ， 主要 介绍 我 在 我 的 导师 指导 下 ， 在 这 几 年 里 得 到 的 一 些 随 机 微 
分 方程 理论 和 应 用 中 的 结果 ， 由 四 章 组 成 。 

第 四 章 ， 主 要 讨论 Lévy 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 ， 当 Lévy 过 程 的 跳 的 跳 
率 不 为 常数 ,而 是 为 一 个 与 系统 相关 的 函数 时 , 在 一 个 可 分 Banach 空间 即 2 次 MM 
型 空间 中 ， 当 方程 的 系数 在 一 定 条 件 下 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 

第 五 章 ， 对 于 随机 偏 微分 方程 ， 利 用 抽象 空间 中 的 算 子 半 群 方法 ， 也 即 是 考 
虑 方程 的 适度 解 ， 使 用 了 常用 的 算 子 的 分 数 寡 的 方法 ， 研 究 了 Poisson 随机 测度 
驱动 下 的 随机 时 灌 偏 微分 方程 在 型 p 次 空间 中 解 的 存在 和 唯一 性 ， 其 中 
P=1 或 者 p=2。 

第 六 章 ， 同 样 利用 半 群 方法 ， 对 p (1< p <2) 次 MM 型 Banach 空间 中 Poisson 
随机 测度 驱动 的 带 有 限时 光 随机 时 滞 偏 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 和 正则 性 进行 
研究 。 将 文 [84,85] 中 的 结论 扩展 到 有 限时 灌 的 随机 偏 微分 方程 。 这 里 的 解 与 上 
一 章 的 解 的 定义 是 不 一 样 的 ， 上 一 章 中 的 适度 解 ， 从 某 种 意义 上 讲 是 个 强 的 适 
度 解 ， 而 这 里 也 是 考虑 适度 解 ， 但 是 一 个 弱 解 ， 也 即 为 蒜 解 。 

. 第 七 章 ， 利 用 Gaans 的 文章 [87] 中 对 Lévy 过 程 的 级 数 方法 所 得 到 的 结论 ， 
对 Lévy 过 程 驱动 的 随机 时 滞 偏 微分 系统 的 渐 近 可 控 性 进行 了 研究 ， 这 一 研究 实 
际 上 是 将 文 [1] 中 Brownian 运动 驱动 的 随机 时 滞 系 统 的 可 控 性 相关 结论 推广 到 了 
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我 们 知道 ， 独 立 增 量 过 程 是 理论 上 发 展 的 最 早 ， 也 是 最 为 成 熟 的 随机 过 程 . 
Lévy 过 程 ( 即 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 ) 是 独立 增 量 过 程 中 一 个 非常 重要 的 分 支 ， 
同时 也 是 Feller 过 程 的 最 重要 的 组 成 部 分 , 它 包 括 了 我 们 熟悉 的 大 部 分 过 程 , 如 : 
Brownian 运动 、Poisson 过 程 、 复 合 Poisson 过 程 以 及 稳定 过 程 等 。 它 的 美丽 之 
处 在 于 它 有 一 个 极其 简洁 的 分 析 刻 画 ， 同 时 它 也 被 广泛 应 用 到 工程 、 生 物 以 及 经 
济 学 领域 中 。 本 章 主要 为 后 面 几 章 作 相关 的 知识 准备 。 本 章 主要 内 容 为 : 简要 介 
绍 Lévy 过 程 的 主要 性 质 和 Lévy 过 程 的 相关 随机 积分 。 


21 Lévy 过 程 及 其 无 穷 可 分 性 


Lévy 过 程 是 为 了 纪念 法 国 数学 家 Paul Lévy 对 这 一 类 随机 过 程 的 研究 所 作出 
的 贡献 而 以 其 名 字 命名 的 。 在 介绍 Lévy 过 程 之 前 ， 首 先 介 绍 随机 过 程 的 随机 连 
续 。 随 机 过 程 (,9) 称 为 是 随机 连续 的 ， 如 果 Vs >0 ， 都 有 

P{ X(t,0) - X(t,,@) |2 e) > O(t > h). | 

为 了 介绍 Lévy 过 程 ， 必 定 要 先 给 出 相应 的 概率 空间 ， 令 (OD, F,P) A — 56 
备 的 概率 空间 。 

定义 2.1 一 个 在 概率 空间 (Q,F,P) 中 适应 的 随机 过 程 Y(1),1>0 若 满足 : 

1. 几 乎 处 处 及 (0) -0; | 

2.X() 为 平稳 增 量 过 程 ， 也 即 对 所 有 的 0<s<t<%%,X()-X(s) 和 X(t 一 s) 
具有 相同 的 分 布 ; 

3.X(t) 为 独立 增 量 过 程 , UG BIXEPPRBJOSst«o,X(0- X(s) E BAIL 
FRE, 

4.X(t) 为 随机 连续 的 ; 
WAKE X(t) 为 Lévy 过 程 。 

由 上 述 定 义 可 知 ，Lévy 过 程 即 为 几乎 处 处 有 X(0)=0 的 随机 连续 的 独立 增 
量 过 程 。 利用 Lévy 过 程 的 特征 函数 ( 即 对 过 程 X(D 的 Fourier 变换 ) 可 以 得 到 如 下 
结论 : 

定理 2.1.1 EXON Lévy 过 程 ， 则 X(t) 存 在 唯一 右 连 左 极 的 (cadl&g) 
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的 修正 Y(t1)， 并 且 Y(t) 也 是 Lévy 过 程 。 

证 明 详细 的 证 明 可 以 参考 P.E.Protter 2004 年 的 书 [88] 中 第 一 章 定理 30 的 证 
Bj. 

有 了 定理 2.1.1 的 结论 , 则 对 任意 的 Lévy 过 程 都 有 一 个 右 连 左 极 的 修正 ， 从 
而 我 们 讨论 Lévy 过 程 时 ， 就 只 考虑 它 的 修正 Y(1)。 

Lévy 过 程 还 有 一 个 重要 的 性 质 ， 即 可 分 性 。 而 且 经 典 的 Lévy 过 程 和 随机 变 
量 以 及 随机 过 程 的 无 穷 可 分 性 是 Kolmogorov、Lévy 和 Khintchine 在 上 世纪 30 
年 代 发 现 的 ， 经 过 几 十 年 的 发 展 得 到 了 广泛 的 应 用 和 很 大 的 推广 。 首 先 ， 给 出 由 
概率 测度 的 卷 积 来 定义 的 可 分 : € /为 一 概率 测度 ， 记 上 A= #4*…*j(n 次 )， 
其 中 * 表 示 卷 积 。 如 果 有 一 个 概率 测度 j ERY =u, WER u A uh n 次 
卷 积 , FR u FEE n 次 卷 积 根 ; 一 个 概率 测度 为 无 穷 可 分 的 即 对 任意 的 se 和 ，w 都 
存在 唯一 的 n 次 卷 积 根 妨 。 引 入 无 穷 可 分 的 定义 后 ， 可 给 出 如 下 的 结论 : 

定理 2.1.2 [89, 定 理 2.3] 4 是 无 穷 可 分 的 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 ze N， 存在 一 
个 概率 测度 wk ， 有 特征 函数 wo 使 得 

p, u) = (p, (u))" 

对 所 有 的 jp = u^. 

容易 看 出 ， 对 于 随机 变量 ， 当 它 的 分 布 函数 忆 是 无 穷 可 分 的 时 候 ， 则 随机 
变量 也 是 无 穷 可 分 的 ， 即 | 

X (o) =" Y? (p) Y (o) +--+ Y" (o) (2.1.1) 

Kp Y" (o), Y? (o),---, Y (o) hr l4) 6 ELE n e N 。 

将 (2.1.1) 中 的 随机 变量 改 为 随机 过 程 X(o) AY" (60),121,2,--,n, WEBS 
机 过 程 X(D 为 无 穷 可 分 的 。 常 见 的 无 穷 可 分 变量 有 : 高 斯 随机 变量 、Poisson 随 
机 变量 和 复合 Poisson 随机 变量 等 。 对 于 Lévy 过 程 的 无 穷 可 分 性 有 如 下 的 结论 : 

定理 2.1.3 如 果 XX(1) 是 一 个 Lévy 过 程 ， 则 XX() 对 任意 +20 都 是 无 穷 可 分 
的 。 

WEB. 对 任 给 的 xe N ， 则 由 Lévy 过 程 的 定义 可 以 将 区 (写成 

X(r) - Y Ot) +--+ LW 

AKhY?(nsx(&-x(£», ， 则 可 得 V0),k=1,2,…,n 为 独立 同 分 布 的 随 
机 过 程 ， 从 而 可 得 Lévy 过 程 是 无 穷 可 分 的 。 

对 于 收敛 的 Lévy 过 程 ， 它 的 极限 也 是 Lévy 过 程 。 

定理 2.1.4 $ X(0,£20 是 一 个 随机 过 程 ， 若 存在 一 列 Lévy TE 
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(X (rne Ni>0}， 使 得 对 任 给 的 !>0， 盛 o 依 概率 收敛 于 4() ， 且 对 所 有 的 
a»0 有 

limlimsup P(| X, (t) - X(t) > a) 20 

ne 10 


MW X (t0) A—* Lévy 过 程 。 
22 Lévy -1t6 48 


对 于 Lévy it f£, Paul Lévy 和 A.Ya. Khintchine 在 1930s 给 出 了 一 个 非常 漂 
亮 的 公式 ， 即 Lévy-Khintchine 公式 ， 

Lévy-Khintchine AX: 令 X(1) 是 一 个 Lévy 测度 为 v() 的 Lévy 过 程 ， 则 
Mv.) A | min(1, z^ )v(dz) < oo 和 

Ee" 29990 ^ wem (2.2.1) 
其 中 


glu) = iau -50u + | eel” -1-iuz}v(de)+ | „c V -Dv(dz) (2.2.2) 


反 过 来 ， 对 给 定 的 常数 w,6 和 一 个 测度 v(.) 满足 | min(lz^)v(dz) <o 则 存在 一 


个 Lévy EEX (O (分布 唯一 的 ) 满 足 (2.2.1)。 
对 于 高 维 空间 ， 则 上 述 (2.2.1) 和 (2.2.2) 分 别 变 为 : 


Fe Y() 一 e? 


PD) «i (4) [, . fe"? -1-i(4,2)2,0)v(d£) 


其 中 (,) 表示 内 积 ， b 和 Á 4 38123 EMERE. 


同样 对 于 无 穷 可 分 的 随机 过 程 ， 也 有 同样 的 Lévy-Khintchine AÑ. XF 
Lévy-Khintchine 公式 的 证 明 可 以 参看 [89] 定 理 1.2.14。 由 Lévy-Khintchine 公式 
可 将 (w,6 , v) (BK (b, A, v) PRA Lévy 过 程 的 X(D) 的 特征 。 

定理 22.1 任意 一 个 Lévy 过 程 都 是 Feller 过 程 。 
定理 2.2.1 的 证 明 可 以 参考 [89]。 

前 一 节 中 ， 得 到 了 Lévy 过 程 存在 右 连 左 极 的 修正 ， 则 Lévy 过 程 的 轨道 只 
存在 一 类 间断 点 即 跳 跃 间断 点 . 记 了 Y(t-)= lim X(s) 为 X(t) 在 t 点 的 右 极限 。 定 义 


AX (t) - X(t) - X(t-) . WR sup| AX (t) |SC «oo, 其 中 CC 为 非 随机 常数 ， Wf X (f) 
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AA FH. 
定理 2.2.2 令 X(1) 为 一 个 Lévy WE, B. X(0 的 跳 为 下 有 界 的 ， 则 对 所 有 的 


neN 都 有 开工 人 站 <oo。 


定理 的 证 明 可 以 参考 PE.Protter[88] 中 第 一 章 定理 34 的 证 明 。 
ENX 2. N(t,4) - V. Yi(AK,)。 


0«s«t 


则 可 以 推出 N(1,4) 是 一 个 Poisson 过 程 ， 令 v(4)= EN(1, 4)， 可 得 ，N(i, A) 
和 v(4) EX o -有限 测度 , 而 且 v(4)= EN (t, A) X n] ELA] Lévy 过 程 的 Lévy 测度 。 
id N(t, 4) e N(t, 4)-tv(4), ENEA H N(t A) HAMEL. 4 f 33—^ Borel 可 
测 函 数 ，4 为 一 个 有 界 集 ， 由 测度 N(t 4) 可 以 定义 一 个 关于 测度 N (f, A) 的 积分 : 


| f(z)N(t,dz)= > f(2)N(,{z}), (2.2.3) 
M f(z)=z 时 ，(2.2.3) 为 


| zNG,dz)= Y, Ax Go) (X (2). (124) 


O<u<t 
从 而 对 Lévy 过 程 X(D 有 以 下 的 Lévy-Itó 分 解 。 
定理 2.2.3 [89， 定 理 2.4.16] 设 X(1) 为 一 个 Lévy TH, Bl X (t) 可 以 分 解 为 
X(t) = at + bB(t)+ | zN(dt, dz) + ler zN(dt,dz) — (22.5) 


其 中 ,2 为 常数 ， BCD) Brownian 运动 与 N(1,4) 是 独立 的 . 若 为 高 维 空间 ， 
j(2.2.5) a gigs, b 为 一 个 从 阵 ，B(1) 为 高 维 Brownian 运动 。 


2.3 Poisson 随机 测度 


我 们 知道 ，Lévy 过 程 是 一 个 半 蒜 ， 而 随机 测度 是 研究 半 鞭 的 跳 的 最 有 用 的 工 
具 ， 运 用 跳 测度 可 以 建立 半 蒜 的 积分 表示 。 有 趣 的 是 ， 前 面 提 到 的 十 分 经 典 的 
Lévy 过 程 的 Lévy-Itó 分 解 就 是 半 著 积分 表示 的 特 吻 形式 。 


设 (E,3) 为 可 测 空间 ， 定 义 
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apa aga 


(Q, F) =(QxR x E; Fx B(R)x B(E)) 
jg X. 23 0x R* xE 上 的 非 负 函 数 j4 称 为 随机 测度 ， 者 
1). 对 没有 个 weQ，1(w,-) 是 B(R' xB(E)) 上 的 oa- 有 限 测 度 ; 
2). 对 每 一 个 4e B(R')x B(E)，J(:,4) 是 (Q,F) 上 的 随机 变量 。 
XM AeFEX 
M, (Â - EL[... 24(0,t,x)H(@, dt, do] 
W M,(QF) LOWE, RZA PEN. BM, 为 有 限 测度 : 
M (GO) <o ， 则 称 / 为 可 积 的 。 设 pe 下 若 对 每 一 个 1>0， 
flelan<e | 
则 g*1= [9dpt>0， 是 一 个 有 限 变 差 过 程 。 随 机 测度 /4 称 为 可 料 的 ， 若 对 
任意 使 得 g*y 存 在 的 可 料 函 数 g，gp*y4 是 一 个 可 料 过 程 。 
引 理 2.3.1. [90， 引 理 11.4] 设 / 是 一 个 可 选 的 (可 料 的 ) 随 机 测度 ， 中 是 一 个 
可 料 非 负 实 函数 ， 则 ”= po* 风 是 一 个 可 选 (可 料 ) 随 机 测度 。 | 
若 随机 测度 (A) 对 所 有 u(A) co BE Poisson 分 布 ， 则 称 它 为 Poisson BB 


机 测度 ， 从 而 对 (4) 可 得 4(4)= E(u(4) 为 一 o -有 限 测 度 ， 从 而 有 以 下 结论 。 
定理 2.3.2. 设 4 为 可 测 空间 E 上 co -有限 测度 ， 则 存在 一 个 Poisson 随机 测 
E u ERZ ZR (O, F, P) LR EAA = EMA HARER Ae B(R*)x B(E) « 
证 明 可 以 看 [89] 定 理 2.34. 
如 果 集 合 4e B(E-0) 有 0E4， 则 4 是 下 有 界 的 。 


由 随机 测度 的 定义 ， 可 以 得 到 以 下 结论 : 第 二 节 中 的 NA) A Poisson 随机 


WE, N(t A) = N(t, 人 -tr(4) 为 补偿 Poisson 随机 测度 , 这 里 v(4) = E(N(1A)), 


4 为 下 有 界 的 。 
对 于 随机 测度 ， 可 以 得 到 关于 随机 测度 的 随机 积分 ， 以 及 关于 补偿 随机 测 
度 的 随机 积分 。 这 里 我 们 介绍 一 个 关于 Poisson 随机 测度 积分 的 一 个 结论 。 


定理 2.3.3.f91， 定 理 8.10] 令 4 下 有 界 的 ， 太 为 Borel 可 测 函 数 ， 则 


li 
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(1) 对 所 有 的 :>0， | f(x)N(t,dx) 有 复合 Poisson 分 布 ， 满 足 对 weE 有 
Elexplilu, | FONC, dc) = expli [ e"? -Du (ds) 
KP u -uof^; 
DES eD(4,u), WA 
EC[ SONG 3) =t | Fud); 
OJE feDL(Au,), W 
E( | SONG, de) -t | FOME =| Ff) d. 
若 记 J = Y, Xy AX), Xe X8 Lévy 过 程 , WJ = [x Nd. F 
FRJ EA Lévy 过 程 。 这 些 结论 我 们 可 以 参考 [88]。 对 于 随机 测度 N(t, A), 
E(N(L A) 2 v(4) AX, f] Lévy 测度 ， 这 是 在 前 面 已 经 给 出 的 。 


2.4 随机 积分 与 It6 公式 


本 节 主 要 利用 前 一 节 中 给 出 的 关于 随机 测度 的 积分 将 It 的 对 Brownian 运动 积分 
的 定义 推广 到 对 一 般 的 Lévy 过 程 。 首先 ， 由 Lévy-ltó 分 解 ， 定 义 下 面 的 蒜 值 测 
度 


M(t, E) = B(t)d,(E)+ N(t, E - (0)) 

E Jj Borel FMA, B(t) 为 Brownian 运动 ，M(t,E) 满 足 以 下 性 质 
a. 对 所 有 的 0<s <t<w%，M((s,tjE)= M(t, E)- M(s E)ifü H5 F, Thr; 
b. EM((s,r] E)) 20; 


cJ p((s,t] E) = (t -s)(5,(E)+v(E - (0)) A E(M (Gs,t], E)? = p((Gs, t] E) - 
这 样 ， 由 Brownian 运动 和 随机 测度 积分 可 得 一 个 积分 定义 。 C 
| | Fls.x)M(ds,ds) = [G(s)dB(s)+ [ [FCN(ds, ds) 


HR G(s) = F(s,0) ,那么 上 面 式 子 的 积分 中 Fe o 应 该 满足 什么 要 求 ? 为 了 回答 


这 一 问题 ， 使 用 类 似 于 tò 积分 的 方法 ， 首 先 定义 简单 过 程 的 随机 积分 。 定 义 
H,(T, E) APA RF :[0,7]x Ex Q 一 下 所 构成 的 线性 空间 ， 并 且 关 于 pxP 几 


-(0 
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乎 处 处 满足 以 下 条 件 : 
F(s,x) 是 可 料 的 而 且 满 中 N | E(|F(t,x) [)p(dt, dx) « oo 


用 S(T,E) 表 示 在 H,(T,E) 中 所 有 简单 过 程 所 构成 的 线性 空间 ， 即 


F := 2,2, Rt, t, LA AL? 


j=l k=l 


其 中 五 (1,) 是 一 个 有 界 忆 -可 测 的 随机 变量 ,对 所 有 的 满足 v(4,) <m 。 则 不 难 
得 到 S(T,E) 在 H,(T,E) PR. BUSTLE) 中 函数 已 关于 测度 M 的 积分 定 
X, 
PY Y EMG, A) 
ry 
HF S(T,E) E H,T,E) PRE, Mit EDGE LADS Fe H,(T,E) 关 于 


M 的 积分 ， 而 且 有 以 下 结论 
定理 2.4.1. [89] 如 果 F,Ge H,(T,E) 和 a,beR 则 


1.1,(aF +bG) 2 al, (F) * bI, (G) ; 
2 EI (F) - Ed, Cy)» [ [ ELFG Ppd, d): 
LU )20 FERIAM, 
4.1,(F),t>0 FATTER. 
我 们 可 以 将 随机 积分 定义 推广 到 线性 空间 P(T,E) PR. ZAPO, E) 为 所 有 关 
于 pxP JURE AW AR F:[0T]x ExO > RHR. ARS 
1.F(s,x) 为 可 料 的 ， — 2. PCÉ [1f p(drd) «9-1. 


下 面 看 Lévy- 型 随机 积分 的 分 解 . 取 E=B8-{0} ,对 所 有 有 界 的 过 程 Z(D),r>0， 
如 果 它 可 以 号 成: 
Y(t) = Y(0)+ | G(s)ds+ [ F(s)dB(s) + [ | H (s, x) N (ds, dx) 
+ [ | K(s,x)N (ds, dx) 
(2.4.1) 
则 称 过 程 Y(1),1>0 为 一 个 Lévy- 型 随机 积分 。 上 面 的 式 子 中 |GF<w、 
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F(s)e R(T), HeBP(T,E)WK AMEN, B(s) 4j Brownian 运动 ，N A Poisson 


随机 测度 , IMMUN - N tv. BARY() AMER, BOATS 
一 个 微分 形式 
dY(t) = | G@)at + F)aBQ)- [HO Nd, d) 


(2.4.2) 
+ | KAN, do) 


对 于 (2.4.1) 中 的 Lévy- 型 随机 积分 有 如 下 的 It6 公式 。 
Itó 公式 1: 


fYe»-fqq) = [fa 6a )- 【aa7GG-)a[P A 
| +| [A69 KG) - f Q'(9)N ds, dx) 
+E [A062 HG) - f G-))8 (ds, de) 

+f [U/C + BG) - £0) 


-H'(s, x)o, f (Y (s-))|v(ds, dx), 
(2.4.3) 


Y pyGURY HER, Bg 


Y(t)= [ G(s)ds + [ F(dB(s), 
上 面 的 (2.4.3) 也 可 以 用 下 式 表示 
Itó 公式 2: 
FE-S = [ara ar 7 [32,064.17] 
+E Uf) - /0'6-) AY 3,081 


(2.4.4) 
式 子 中 的 A7(s) 为 了 在 点 的 跃 度 。 


Itó's 乘积 公式 :如果 7 AY 都 为 实 值 LEvy- 型 随机 积分 ， 则 对 +> 0 以 概率 
1 有 | 
YAYA = Y'(0)-¥2(0)+ [r'G9ar') 


(2.4.5) 
" [ Y'(s-aY (s) «Y, Y^ o). 
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第 三 章 。 随机 微分 方程 和 随机 时 灌 微 分 方程 


随机 微分 方程 理论 是 K.It6 先生 在 1942 年 首创 的 ， 从 那 以 后 ， 随 着 理论 的 
发 展 ， 随 机 微分 方程 的 发 展 主要 注重 两 个 方面 。 一 个 方面 是 ， 应 用 随机 微分 方程 
以 及 与 之 相应 的 二 阶 微分 算 子 来 研究 扩散 过 程 ， 另 一 个 方面 是 ， 研 究 方 程 本 身 ， 
将 随机 微分 方程 看 做 为 一 个 受 噪声 干扰 的 微分 系统 。 其 中 很 多 一 部 分 对 随机 微分 
方程 的 研究 都 注重 第 二 个 方面 。 

随 着 随机 过 程 理论 以 及 随机 分 析 理 论 的 发 展 , 随机 微分 方程 被 广泛 应 用 到 系 
统 控制 、 生 态 学 以 及 经 济 学 领域 上 。 很 多 关于 随机 微分 方程 的 研究 主要 关注 的 是 
Brownian 运动 驱动 的 随机 微分 方程 。 近 年 来 ， 随 着 Lévy 过 程 及 其 应 用 得 到 了 广 
泛 的 研究 和 应 用 ， 带 跳 的 Lévy 过 程 张 动 的 随机 微分 方程 得 到 了 很 大 的 发 展 ， 
Rong.Situ 在 [76] 中 专门 研究 了 带 跳 的 随机 微分 方程 的 理论 及 在 控制 和 人 金融 中 应 
用 。Protter 在 他 的 专著 [88] 中 则 研究 了 一 般 半 识 驱 动 的 随机 微分 方程 。 

本 章 主要 简要 介绍 Lévy 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 的 一 般 结论 和 随机 时 沛 微 
分 方程 的 一 般 结论 。 | 


3.1 Lévy 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 


本 节 主 要 介绍 带 跳 的 Lévy 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 的 条 件 
以 及 强 解 ， 弱 解 的 相关 定义 。 


令 (Q,F,P) 是 一 个 完备 的 概率 空间 , 其 域 流 为 {F,t >0},B(1) 表 示 标 准 的 Brownian 
运动 ，N(1,x) 为 一 个 与 B(1) 独立 的 Poisson 随机 测度 ， 其 补偿 测度 为 N(t,x)。v 


为 N(,x) 的 密度 测度 ， 从 而 v 为 一 Lévy 测度 。B(1),N(t,x) 与 局 独立 。 随 机 微分 
方程 实际 上 就 是 确定 性 方程 
dY(t) - b(Y(t)dt, (3.1.1) 


Au E—^BSBUT A, —RRTERIST2LRHI Eia 9.1.00 ERR. 2575 20.1. Dm. E 
一 个 Lévy 过 程 时 ， 方 程 变 为 
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dY(t) = D(t,Y(t))dt+o(t,¥(t-))dB(t) 
+ | F(,Y(-,) N(dt, d) (3.1.2) 
+Í Gt, Y(-), 3) N(dt, ds), 


若 上 式 中 的 系数 函数 bye Y-),rFY(t-),x) 5) G(t,Y(t-),x) 分 别 为 


b(Y(t)), o(Y(t-) F(Y(t2,x), G(Y(t-),x) 则 方程 (3.1.2) 为 自治 的 。 

这 里 介绍 强 解 与 弱 解 的 定义 。 适 应 可 料 过 程 Y(7) 称 为 方程 (3.1.2) 的 强 解 ， 即 
对 给 定 的 概率 空间 中 的 BCC) A N (1x) Y(0) ie 77 889.12), 3$. Y (0, Y, (0) 都 为 方 
程 (3.1.2) 的 解 ， 如 果 有 P(Y(1)= 了 (1),t>0)=1 则 称 解 为 轨道 唯一 的 。 如 果 由 方程 
找到 一 组 过 程 B(1), N(t,x)， 并 由 过 程 生成 一 个 域 流 和 概率 P ,并 有 对 应 Y() 使 
得 方程 (3.1.2) 成 立 ， 则 称 (Q, F, P, BO, N (t,x), Y (0) 为 方程 (3.1.2) 的 弱 解 。 弱 解 的 
分 布 唯一 性 是 指 (Q, F', P, B'(t), N (nx), Y (0). (Q, F, P^, B (D, N? (t, x), Y? (0) 
为 方程 (3.1.2) 的 弱 解 ， 如 果 对 任何 f>0 时 A4eB(E) BA 


P'(Y'(t)e A4) s P(Y*(t) e A) 
SEE ERA BIE, "JE BB GAO) 71 ROSE ILE] BR fn] AY AR 
首先 看 方程 (3.1.2) 的 修正 形式 ， 即 
dY(t) = b(t,Y(t))dt+o(t,Y(t-))dB(t) 
+ [ ,, F(,Y(-) 3) N(dt, ds), O1 


对 方程 (3.1.3)， 当 系数 bo MF WE Lipschitz 条 件 时 ， 得 解 是 存在 唯一 的 ， 结 论 


WF: . 
定理 3.1.1. [76， 定 理 117] 假设 


D 函数 b 和 o JXR'xR/xoo Rf, 

F:R'xR' xZxQ—>R’ 
而 且 都 是 关于 bx AON, 同时 也 都 是 下 -适应 的 。 PREP ORM. FH 
对 函数 b 、o 和 下 都 是 P -a.s. 满 足 

|b(t,x,o) |s C(ODU+ | x |) 


lo(t,x,o) f» [| F(t,x,0,2)P v(dz)< CQ xp) 


中 南大 学 博 十 学 位 论文 第 三 章 ”随机 微分 方程 和 随机 时 清 微 分 方程 


其 中 C() 为 一 个 非 负 确定 性 函数 满足 | C(Dd <%; 
2) |b(t,x,o)- b(t, y,o)|s CO x— yD 
o(,3,0)- (t, yo F + [ F(,x,0,2)- F(t, y, 0,2) vd) < CtYlx- v P) 
其 中 CC) 同样 为 个 非 负 确定 性 函数 满足 | CC)d «o; 
3) Y(0)eF B E|Y(0) «o 
则 方程 (3.1.3) 存 在 一 个 轨道 唯一 的 解 Y(1) E F 3& EF e 
对 于 方程 (3.1.2) 的 解 的 存在 唯一 性 , 利用 交 结 (interlacing) 方 法 可 以 得 到 以 下 结 
定理 3.1.2. 若 b,o 和 下 满足 定理 3.1.1 中 的 条 件 ,对 G 满足 当 |zj>c 时 
G(y,z) 关于 y 是 连续 的 ， 则 方程 (0) 存在 一 个 唯一 的 右 连 左 极 的 天 - 适 应 的 解 。 
证 明 令 (z,neN) 为 复合 Poisson 过 程 (P(D),t>z0) 的 到 达 时 ， 这 里 
P(t) = | N(t,dz), 可 以 由 定理 3.1.1 出 发 来 构造 方程 3.1.2) 的 解 ， 


Y(t) =Z(t) 当 0<t<z 时 
Y(n)2Z(rn-)-G(Z(n ,AP()  Ht=r h} 
Y (t) 2 Y(r,) * Z(t) - Z(r,) (OX mn <t<z 时 (3.1.4) 


Y(7,) = Z(r,-) + G(Z(t, ), AP(r, )) 4t= 7 时 


由 此 类 推 下 去 可 以 得 到 方程 (3.1.2) 的 解 ， 这 里 的 Z(D 为 来 源 于 方程 (3.1.2)， 从 而 
由 定理 3.1.1 容易 得 到 Y(1) 是 cádlág 适应 的 而 且 满 足 (3.1.2) 从 而 定理 得 证 。 


对 于 随机 微分 方程 还 有 其 他 非常 重要 的 结论 ， 如 Girsanov 公式 、 
Yamada-watanab 型 定理 ， 这 里 不 做 介绍 ， 可 以 参看 相应 的 专著 [76] 等 。 
若 上 述 方程 中 加 上 一 个 偏 微分 算 子 , 则 系统 成 为 了 一 个 随机 偏 微分 方程 。 这 里 对 
随机 偏 微分 方程 ， 主要 介绍 适度 解 的 定义 及 其 存在 唯一 性 定理 。 这 里 考虑 的 空 


间 为 可 分 Hilbert 空间 。 令 (五 ,<,>) 为 一 个 可 分 的 Hilbert FH, <>A H PAA 


积 ，(Z,B(2Z),v) 为 一 个 o- 有 限 测度 空间 。 
考虑 下 面 的 玉 中 的 随机 偏 微 分 方程 


中 南大 学 博士 学 位 论文 第 二 章 。” 随机 微分 方程 和 随机 时 滞 微 分 方程 


pe -[AX(t) + F(X (0)]dt + G(X (t), z) N (dt, dzy > 0 
X(0)2 x 
对 方程 (3.1.5) 中 假设 

a. 微 分 算 子 4: D(4)c H > H 4—^C,-2ERE(S(0,L S 0 的 无 穷 小 生成 元 ; 


(3.1.5) 


b. F :H > HÀ B(H)! B(H) n] WIE]; 
c.G: HxZ > H Æ B(H)x B(Z)/B(H) 可 测 的 ,并 且 G 是 可 料 的 ; 
d.xe H Jj F,-u MWK EpL 
MER S(t) 的 相关 性 质 可 以 参看 Pazy[92]. 
适度 解 : 称 石 中 的 可 料 过 程 半 (1) 为 方程 (3.1.5) 的 适度 解 , 若 几 乎 处 处 有 
X(t) =S(t)x+ { S(t-s)F(X(s))ds 
] (3.1.6) 
+ [ [ se - $G(QX (s), z) N (ds, dz) 


对 所 有 的 te[0,7]， 其 中 上 述 的 积分 和 随机 积分 都 是 有 意义 的 。 

对 于 随机 偏 微分 方程 , 由 偏 微分 方程 理论 可 知 ， 对 随机 偏 微分 方程 的 研究 方 
法 也 可 以 分 为 二 类 ， 一 类 为 变 分 法 ， 此 时 的 解 为 变 分 意义 下 的 弱 解 ， 另 一 个 方法 
是 算 子 半 群 的 方法 ， 这 一 个 方法 得 到 的 解 为 适度 解 。 在 偏 微分 方程 理论 中 ， 适度 
解 和 鸡 解 是 等 价 的 。 对 于 随机 偏 微分 方程 ，C.Knoche 在 [61] 中 证 明了 也 有 同样 的 
结论 。 

定理 3.1.3. [61,. HE 5.3] X,t e [0,7] 为 方程 (3.1.5) 的 适度 解 ， 若 

[se-F(X(s)ds Mf S@-s)G(Xs>),2)N (a, d), 
对 te[0,7] 有 可 料 版 本 ， 且 对 所 有 的 <e D(A) 


FX) Ids < 
ff [I S(t-s)G(X(s-),2),4°E )f v(az)dsat «o, 
则 X(D) 是 一 个 变 分 意义 下 的 弱 解 ， 即 对 所 有 的 te[0,7] 和 ece DAA 


中 南 人 学 博士 学 位 论文 第 三 章 。 随机 微分 方程 和 随机 时 沛 微分 方程 


«X(£» = «xé£*«X(Q 46» [«FQt(S).£» ds 


+ [ | <G(X(s-),z),£>N(ds,dz) Pas. 


下 面 介 绍 解 的 存在 唯一 性 结论 ， 首 先 给 出 所 需 的 空间 。 
H'(T,H) := (Y(teloT]| YAH -ERT EHE F, 
Y(t) e P(Q, F, P; H)H. sup E[]| Y(r) |] «o» 
te 0,7] 


定义 H? 中 的 半 范 数 为 


LY Il: sup (EI YO) I". 
为 了 得 到 解 的 存在 唯一 性 ,还 得 有 以 下 假设 
假设 H(1): 
(D F:H >H È Lipschitz 连续 的 , 即 存在 常数 C EAM x, y e H A 
| FG)- F(y) IIS C || x- yl 
I| F(x) [ls C+ Ilx |I); 
FEATH K : [0,7] > (0,0) AMAA te[0,7]Ax,yveHA 
[I S@(G(x,2)-G(y,2)) If a) s KO x— » 
[ liS@(G.2}Pv(de)sK CHAP). 

定理 3.1.4. [61, EE 5.4] 假设 算 子 为 前 面 提 到 的 线性 微分 算 子 ， 存 在 一 个 

C,- 半 群 S(1),4 为 S() 的 无 穷 小 生成 元 。 RAF AG 都 满足 假设 H(1)， 则 对 任 


EROS xe, FEEME—AN X(t),re[0,T] TE H^ (T, H)'P 8187; FRQ.1.6 RL, 


特别 的 还 有 X':D H'(T,H)£ Lipschitz 连续 的 。 


3.2 随机 时 灌 微 分 方程 


随机 时 灌 微 分 方程 是 一 类 特殊 的 随机 微分 系统 : 系统 中 ,系统 的 发 展 依赖 于 
过 去 一 些 时 刻 的 状态 。 随机 时 注 微 分 方程 作为 生态 学 、 化 学 、 物 理 以 及 经 济 学 
中 随机 模型 是 非常 重要 的 。 S.A.Mohammed 在 [37] 中 列举 了 几 个 常见 的 随机 时 
WE A) Fy TE: 


w —* ^ o Xo2--»——— ee 


中 南大 学 博士 学 位 论文 第 二 章 ”随机 微分 方程 和 随机 时 灌 微 分 方程 


pon -F(X(t-r)dW(t, t>0 


X(s)7 m e C([-r,0], R), (3.2.1) 
C t>0 i 

(X(0), X (s)) (v, e Rx P ([-r,0], R), e i 
E (0-le- £XG-r)Xidi-ydW) 120 | 

X(s) = n(s) e C([-7,0], R), (3.2.3) 


i (3.2.4) 


dX(t) - ( | , Xe dW)dwq) +1>0 
(X(0,X(s) = (v,n) e RxZ([-r,0,R) r20, 


对 于 以 上 的 四 个 随机 时 沛 微分 方程 ， 在 [37] 中 将 其 归结 为 一 类 方程 
dX (t) = h(t, X,)dt + g(t, X,)dW(t, t>0 
X, =n €C([-r,0], R), 


(3.2.5) 
X PH] X, A— Sa Bt (seget 33 f£, ox X. X M Wü om mU r»0, 
X, (s) 2 X(t*s),se[-r,0], C([-r,0; R^) 4j —^ [77,0] R" 的 连续 函数 构成 的 
Banach Z), $629|[7ll: sup 17g e C(-r, 0:8). FCB W (n) ds m SER 
Brownian 运动 。  P'(O,C([-r,0]; R^)) n PPS BJ Fx B(C([-r, 0]; R^)) a ilf] BR 
5j 

Q > C([-r,0] R^) 构成 的 Banach 空间 ， 范 数 为 

上 := CE IH «o. 

(3.2.5y P f] ER AR RR h [0,7 ]x P (0, C (2r,0]5 R^)  2(0,8^) ;扩散 系数 函 
XX g:[0,T]x D (Q,C([-7,05 8) 2 P(Q, R^") , 9 Xj F, nil xr Ef] Bi AE 
qe PCCE, ORDE) —— 

下 面 给 出 (3.2.5) 中 解 的 存在 唯一 性 (这 里 的 解 为 强 解 )， 先 给 出 关于 和 & 假 
设 。 
假设 (H2): 

(1) 函数 h(t,x) 和 g(t,x) 关 于 t 是 连续 的 ,关于 x 为 一 个 Lipschitz 连续 的 , 即 
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中 南大 学 博士 学 位 论文 第 二 章 ”随机 向 分 方程 和 随机 时 浅 微 分 方程 


对 每 一 个 ! 有 
| h(,x) -AE Y) loce roy, + l6- EEY) leara 


< L || x~y | P (Q,C(-r.0]; R^) 


EP x, yeLD(QO,C([-r,0] 8^), LAST t e [0,7] Mt vr. Lipschitz 常数 ; 
(2) x —^ E HEME X() [0,7] > 2(Q,C((-r, 0} R^) WEE AC, XO) 

和 g(,X()) tb F, 3&Im. 

定理 3.2.1. Rich Al g 满足 假设 H2), 9 7 € L(Q,C(-r, 0] RF). 则 方程 
(3.25) 存在 唯一 fW X()[roeox0oR , 8 WM fH 为 
n(s)e P(Q,C([-r,0] A^; E) , HEt 一 XX 是 样本 连续 的 ， 对 给 定 的 初始 值 ， 
唯一 性 的 定义 为 对 所 有 的 XX” 和 了 Y” 为 

P(O,C([-7r,0p A^) 中 的 下 适应 过 程 ， 都 满足 方程 (3.2.3) WW 
P(vte[-r,T], X( 2Y()) -1. 

证 明 CRIM YUAN AT MUR. AARNE WSs 
[37] A UE AA 

对 方程 (3.2.5) 还 是 有 相应 的 解 关 于 初 值 的 连续 性 以 及 解 的 正则 性 的 结论 ， 同 
样 的 可 以 参考 [37]。 

前 面 给 出 的 为 几 种 常见 的 Brownian 运动 驶 动 的 随机 时 灌 常 微分 方程 ， 还 有 
一 种 称 为 affine 型 的 随机 时 滞 微 分 方程 : 


de(t) = [ dA(s)x(t+s)dt+EdW() t20 in 

Xy =1(s) oa 
K'BzeR"", F7FE3.2.6) 9 NEBST XE TERN TS 073 73 EEA 

dx()- [ DAG)X( sd 120 "T 

X, = n) seb) 


有 以 下 结论 
定理 3.2.2. dE xn) 为 (0) 的 解 ，7(D 为 (3.2.7) 对 应 的 基础 解 ， 则 
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中 南大 学 博士 学 位 论文 PE ”随机 微分 方 穆 和 随机 时 滞 微 分 方程 


X(t)=x(t)+ [ T (t - S)ZdW (st 20, X, — (s) 
AQ2.6) 8] XE SEE FE, MARAE, X(N 还 可 以 表示 为 
x(t) = T(t)n(0)+ f dA(u) [ T(t—s+u)n(s)ds 
+ [ T(-s)EdW(s). 


证 明 可 以 参考 M.Rei p 的 随机 时 滞 微 分 方程 的 讲义 [93]。 


对 时 滞 偏 微分 方程 , 主要 介绍 带 跳 的 Lévy 过 程 驱动 的 随机 时 灌 偏 微分 方程 。 
考虑 如 下 方程 : 


dX(t) = [AX (t) - FCX (t), X (t — r))]|at 
«[ouo.xa-ryzGdsdy20 (3.28) 
X(s) = — n(s)eD; ([-r,0} H),s €[-r,0] 


在 方程 (3.2.8) 中 ， 因 为 驱动 的 随机 过 程 为 带 跳 的 Lévy 过 程 ， 因 而 解 的 所 在 空间 
不 再 为 C([-r,0]R”)， 所 以 这 里 介绍 与 之 相关 的 空间 和 准备 知识 。 五 ,K 为 两 个 


实 值 可 分 Hilbert 空间 ， 内 积分 别 为 <,> 和 <,>. WADA ANAA o 
L(K, H) RAM K 8| H BI RAR, Dir, 0k) REAL, 0] H 的 右 连 
左 极 的 函数 构成 空间 ， 范 数 为 | l= sup IGI. D; ([-r,0]; 昌 ) 表 示 由 几乎 处 
处 有 界 的 所 -可 测 的 函数 空间 。 为 了 得 到 方程 (3.2.8) 的 适度 解 的 存在 唯一 性 ,需要 
如 下 假设 : | 
假设 H(3): 

a. 对 算 子 4 存在 一 个 解析 C,- 半 群 S(1),t>0 其 无 穷 小 生成 元 为 4 ; 

b. F:HxXHA H,G: HxHxK 9 H X Borel 可 测 的 而 且 满足 如 下 的 
Lipschitz 条 件 和 线性 增长 条 件 ， 即 存在 常数 C > 0H x yx, y, e H8 


| FG y) - FG.) + [1663527 665,2) v(dz) 


< C(lx 7x IF ly -y IP) 
和 


I F(x yl + 1G», 2)1P vaz) < Cl xl +y 
FEL > OR EREEI x, y x, y, € HH 


22 


中 南大 学 博士 学 位 论文 第 二 章 ”随机 微分 方 各 和 随机 时 小 微 分 方程 


| G(x,,y,,2) -G(x, y, 2) |I v(dz) S Ly(] X -X I 十 | Yı -y-2||) 
和 
| Gœ 2I d) s dx Mv 


定理 3.2.3. 在 假设 H(3) 的 条 件 下 ， 方 程 (3.2.8) 存 在 唯一 的 适度 解 。 

证 明 可 以 利用 不 动 点 定理 证 明 解 的 存在 唯一 性 ， 具 体 的 证 明 看 [94, 定 理 
3.1]. 

XT BEL TE ROT FEET AOI ECL IA, XXIBAR— 4r, AEN 
可 以 参看 文章 后 面 所 列 的 参考 文献 。 
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中 南大 学 博士 学 位 论文 


第 三 章 ”随机 微分 方程 和 随机 时 滞 微 分 方程 
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中 南大 学 博 十 学 位 论文 第 四 章 一 类 Lévy 过 程 驱 动 的 SDE 的 解 的 存在 唯一 性 


第 四 章 一 类 Lévy 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 在 可 分 
Banach 空间 的 解 的 存在 唯一 性 


4.1 引言 


前 面 提 到 ， 随 机 微分 方程 的 起 源 与 发 展 得 益 于 日 本 数学 家 It6 提出 的 对 随机 
过 程 的 Ho 积分 。 经 过 几 十 年 的 发 展 ， 随 机 微分 方程 已 经 成 为 了 一 个 在 工程 和 
经 济 学 中 非常 有 用 的 工具 ， 被 广泛 应 用 到 系统 科学 、 工 程控 制 、 生 态 学 以 及 金 
融 经 济 学 领域 。 对 于 维 纳 过 程 驱 动 的 随机 微分 方程 ， 现 在 已 经 有 很 多 学 者 对 此 
进行 了 研究 ， 如 Da Prato 和 Zabczyk 在 文献 [21] 中 对 无 穷 维 空间 的 随机 偏 微 分 
方程 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 及 其 它 的 相关 性 质 进行 了 研究 ， 刘 凯 在 [23] 中 研究 
了 维 纳 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 的 稳定 性 ， 其 他 还 有 很 多 研究 者 利用 Malliavin 
分 析 研究 了 维 纳 过 程 驶 动 的 随机 微分 方程 解 关于 Lebesgue 测 度 的 绝对 连续 性 以 
及 解 的 分 布 函数 的 光滑 性 。 当然 更 多 关于 维 纳 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 的 研究 可 
以 参看 相关 的 参考 文献 。 | 

对 于 带 跳 的 Lévy 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 ， 由 于 带 跳 的 Lévy 过 程 更 能 
拟 实际 , 尤其 是 金融 中 的 相关 利率 或 股价 波动 ， 因 而 近年 来 对 带 跳 的 Lévy 过 程 
驱动 的 随机 微分 方程 的 研究 成 为 一 个 热点 。 文献 [76] 对 带 跳 的 随机 微分 方程 理 
论 以 及 在 金融 和 控制 中 的 应 用 做 了 研究 ， 文 献 [95,85] 中 对 可 分 Banach 空间 p 次 
M 型 空间 中 Poisson 随机 测度 驱动 的 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 进行 了 研究 。 
上 述 研究 中 ，Lévy 过 程 的 跳 率 皆 为 常数 。 当 跳 率 不 为 常数 时 ， 文 献 [68,67] 研 究 
了 在 一 定 条 件 下 一 维 随机 微分 方程 解 的 关于 Lebesgue 测度 的 绝对 连续 性 和 相关 
光滑 性 ， 即 如 下 方程 。 | 

dx (t) -b(x«-))àr [^ [ A(X. 2) lor N (dt; du, dz) 
X(0) 2 x, 
方程 (4.1.0) 中 ， 跳 率 函数 7(z) 不 为 常数 时 。 从 物理 的 角度 来 看 ，7(x) 为 常数 


(4.1.1) 


时 候 为 一 些 特殊 情况 ， 而 实际 上 7(z) 常常 不 为 常数 ， 如 描述 气体 中 粒子 运动 的 
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Boltzman 方程 中 ， 两 个 粒子 的 碰撞 率 很 大 程度 上 是 依赖 于 粒子 本 身 的 速度 而 非 
常数 。 


本 章 中 主要 讨论 方程 (4.1.1) 在 一 个 可 分 Banach 空间 即 2 次 M 型 空间 中 ， 当 方程 
的 系数 在 一 定 条 件 下 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 首 先 给 出 2 RM 型 空间 的 定义 。 


定义 4.1 LU 为 可 分 的 banach 空间 ， 模 为 | .‖| 。 如 果 存在 一 个 常数 天 使 得 任 
—U AER (Ma 有 下 列 不 等 式 成 立 


E | M, IF« KY EILM, - M, If, 
k=] 


AH M_,=0, MEREU Jg 2 次 M 型 空间 。 
这 一 定义 可 以 参考 文献 [95,85]。 显然 , 2 次 M 型 空间 是 可 分 的 banach 空间 。 


42 解 的 存在 性 与 唯一 性 


这 一 节 中 ， 主 要 利用 不 动 点 理论 讨论 方程 (4.1.1) 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 首 先 
给 出 相应 的 空间 ， 令 (Q, FP) 为 完备 概率 空间 ，U 为 2 次 M 型 空间 。 随 机 过 程 


Z(t,w@):[0,T]xQPU， 若 Z(t,w) EF VN, ARS 

[ EIZO d «o, 
将 所 有 满足 以 上 条 件 的 随机 过 程 (ro) 构成 的 空间 A LOTU), Rd 
Hoe (f EIZOR a) > WERI ur 下 可 以 得 到 一 个 可 分 的 Banach 空间 


D :-(Z(t))Z()e L[0,7]x0;U), Ek. ||) < oo} 
对 方程 (4.1.1) 可 以 写成 如 下 的 积分 方程 
X(t) =x+ [b(X(s-))ds 
(4.2.1) 
į [ [ [^O069.2)),, i y (dts du, dz),t € [0,7] 
其 中 G 为 一 可 分 Banach F), N(ds,du,dz) 4[0,7]x[0,0)xU 上 的 Poisson 随机 
测度 ， 其 补偿 子 (密度 测度 ) 为 dsdug(dz)。 此 时 概率 空间 (Q,F,P) 上 的 域 


F:=o{N(A),Ae B([0,7]) 8 B([0,] 8 BU)}. 系数 b:UPU, h:UxGPU, 
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WEE n:U F> 尺 不 为 常数 。 为 了 得 到 方程 (4.1.1) 的 解 的 存在 唯一 性 ， 对 函数 b,h 和 


7 做 如 下 的 假设 

假设 (A): 
aM y(x) iie sup|| leo, XHERX,yeE 有 
IgG) -nO) IP Cll x—y IP 


b. eh AU b(x) Al h(x, z) KF xÆ Lipschitz 连续 的 ， 即 存在 常数 C 使 得 对 x,ye EE 
有 
bx) -50) If [10652 7 50,2 gz) <C- y 


c. 函 数 b(x) 满足 以 下 的 线性 增长 条 件 
(x) Ps 0+ Il xIP), 
函数 h(x,z) 满足 存在 有 界 函 数 r(z) 有 [OPa ER 


[156,21 qcz) s+ IP): rD «CO 
<C.(l+| x |). 


在 假设 中 ，C 为 常数 。 为 了 方便 ， 本 章 中 用 C 代表 所 有 常数 ， 但 不 是 某 一 固定 常 
数 。 


定理 42.1. GRR b:UPU、h:UxGPU 和 :UDR 为 下 可 测 ， 而 且 
假设 (A) 成 立 , 则 对 xeU B xl <o, 方程 (4.1.1) 存 在 唯一 的 解 X(1), 并 且 X(1) 是 
右 连 左 极 的 忆 适 应 过 程 全 得 | 

IXO lly « oo. 


为 了 证 明定 理 4.2.1， 给 出 以 下 引 理 。 

引 理 4.22. [95, 5E 3.12] $ RŽ Flz,o) 是 一 个 可 料 过 程 并 且 满 足 
( [lez q(dz)dt <œ , 则 f(t,z,0) f£ [0,7]xU 上 是 关于 随机 测度 
N(dt,dz) 强 二 次 可 积 的 并 且 有 以 下 等 距 性 


EI f | f(,z,0)N(ds,dz)|P |= N [Ell S020)? ]dsg(dz). (4.2.2) 
证 明 : 证 明 请 参看 [95] 中 定理 3.12 的 证 明 。 
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下 面 证 明定 理 4.2.1。 
WH: ”由 积分 方程 (4.2.1) 引 入 以 下 映射 @@; 


D(XO):=x+ [bX(s—)as+ | T | KX- alse N(ds, du, dz) (42.3) 
X X()e I, VOIEROXM)eL, 


( Elea? a sr x IP 43° ( | (bx Gas di 


2 
+3? [ | [ | [7062.21 N(ds du, dt (4.2.4) 
=} Tlx]? LL, 


对 五 ， 由 假设 (A) 中 函数 &z) 的 线性 增长 条 件 ， 可 以 得 到 有 


I, 


lA 


3? [ [ slecx(s—Yasar 
? [ [GEI XGO Psat 
Cr? «T [ EI X-I? at 


lA 


lA 


NET L ,同样 由 函数 AMx,z) 和 7(z) 的 线性 增长 条 件 以 及 关于 Poisson 随机 测度 
的 等 距 性 ， 得 到 
nos PEEL [noo Juren] dug deat 


2 $ 2 
Csupl|n | ( [Eras Df aset 25) 


lA 


lA 


lA 


Csuplin f T* «T (EXP di); 


AAXHe L, 1,1, 代入 (4.2.4)， 容 易 得 到 
[ EO KODE dr sr |t «c«m +7 | EIX d) so, 
即 @(X(1))e Li ， 这 里 证 明了 映射 (X(t)) 是 映 上 的 。 下 面 证 明 它 是 压缩 的 。 
假设 这 里 有 两 个 过 程 Xi(D), 2(D) e 已 都 使 得 (4.2.3) 成 立 ， 则 有 
PX) -OX = | [5X G9) - bar G2) Jas 
+[F [PADa (4.2.6) 
-ACX (57) Dey ]N (ds, du, dz) 
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对 上 面 等 式 中 右边 第 一 项 有 


| ( [00 G2» -bX"(s-))] las < [ EPX G2» -ox e» as 


(4.2.7) 
«C. [ E|X? (s-)- X (s) ds, 
对 (4.2.6) 中 右边 的 第 二 项 ， 册 函数 hx,z) 和 n(x) 的 假设 ， 可 以 得 到 
| [ [ | [A(X GO. 2), crt 6-y) 
2 
-h(X! (5221, xs ]N(ds, dud) 
: [ [ Lele sees 
(4.2.8) 


2 
—h(X (s—),2)1 ]| dsdug(dz) 


{usn(X"(s-)} 

ct [ [sup ll IP fax? 62.2 - nar G2. al 

+ [ su El hlP an [n G2) - 0t epa 

<C. [ B[x?(s-)-x (s-)[ ds, 

由 (4.2.6)、(4.2.7) 和 (4.2.8)， 可 以 得 到 如 下 不 等 式 
Ejecx? v) - eat sc. [ ge (s) -X' (s ds, (4.2) 

从 而 由 (4.2.9) 可 得 
( gear o» - e" ac oy 


<c". [ [ds [as EG, -x'G, 
«cL. [Xs -Xs 


从 而 映射 @ 在 空间 妃 上 是 压缩 的 ， 这样 由 Banach 不 动 点 定理 得 到 存在 唯一 


的 不 动 点 X(D) e 已 使 得 @(X(D)= 开 00)， 即 方程 (4.1.0) 在 假设 (A) 的 条 件 下 存在 唯 
一 的 解 。 定 理 得 证 。 
注 1: 当 函 数 b(x) 和 h(x,z), 以 及 跳 率 7(x) 不 满足 Lipschitz APN. WR 


在 函数 g(u) 是 连续 有 界 非 随机 函数 ， 当 w>0 时， 使 得 
IG) IP HINI 106524 (dz) < al x: 
存在 函数 p(z) 为 非 随机 凸 函 数 ， 当 xz > 0 时 严格 增 , 而 且 P(O)=0， 满 中 
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du 


——— = 00, 


` plu) 
对 函数 b(x) 和 h(x,z)， 以 及 跳 率 p(x) 有 
I(x) BO) IP Els z) -hy, 2)1P gz) < el x-» 1) 
函数 (x) WE sup || g |< ©, 对 任意 x,yeU 有 


ll 96) - 20 plx- y IP). 
同样 可 以 证 明 ， 方 程 (4.1.1) 在 上 述 条 件 下 解 也 是 存在 唯一 的 ， 可 以 用 Picard 迭代 


”的 方法 类 似 加 以 证 明 ， 这 里 不 做 证 明 。 


%E2: ” 当 方 程 为 随机 偏 微 分 方程 时 ， 即 
dX (t) = AX (t-)dt + | [^(062.2)1,, sau y (dt, du, dz) 
X(0) 2 x 
微分 算 子 ASH PURSE BERE, OUI 2) EUR BOR n(x) 满足 假设 (A)， 
则 类 似 的 方法 可 以 得 到 方程 (4.2.10) 的 适度 解 在 2 次 M 型 空间 是 存在 唯一 的 。 


(4.2.10) 


中 南大 学 博士 学 位 论文 BAS Poisson 随机 测度 驱动 的 SFDE 强 解 的 存 侍 唯 一 性 


第 五 章 Poisson 随机 测度 驱动 下 的 随机 时 沛 做 分 方程 
强 解 的 存在 性 与 唯一 性 


5.1 引言 


带 有 限时 滞 的 随机 微分 方程 广泛 的 应 用 到 生物 、 化 学 、 物 理 以 及 经 济 学 中 的 
随机 模型 中 。 对 于 Browian 运动 驱动 的 随机 时 灌 微 分 方程 ， 已 经 有 许多 相关 研 
究 [36,96,93]。 文 [97] 中 用 半 群 方法 以 及 算 子 的 分 数 次 BNET Hilbert 2 
间 中 的 无 穷 维 随机 时 湾 偏 微分 方程 的 适度 解 存在 和 唯一 性 以 及 解 的 稳定 性 。 近 
年 来 ， 由 于 Lévy 过 程 在 金融 数学 和 其 他 随机 模型 中 的 广泛 用 途 ，Lévy 过 程 驱 
动 的 随机 时 滞 方 程 , 得 到 了 越 来 越 多 的 关注 ， 有 相当 一 部 分 学 者 对 其 进行 了 深入 
的 研究 。 文 [75,78] 中 对 Lévy 过 程 驱动 的 随机 时 滞 常 微分 方程 的 解 和 解 的 相关 
性 质 做 了 研究 ; 文献 [84] 和 [85] 中 ， 作 者 E.Hausenblas 分 别 研究 了 Poisson 随机 测 
度 张 动 下 的 随机 偏 微分 方程 在 MM 型 了 次 空间 中 ， 当 系数 满足 或 不 满足 Lipschitz 
条 件 下 解 的 存在 和 唯一 性 。 本 章 结合 文献 [97] 和 文献 [84,8$,95]， 利 用 算 子 的 分 数 
RATER I Poisson 随机 测度 豫 动 下 的 随机 时 兆 偏 微分 方程 在 型 了 次 空间 
中 解 的 存在 唯一 性 。 

令 p=1 或 者 p=2，Z 和 U 为 可 分 Banach 空间 , 其 中 U 为 M 型 p 次 空间 ( 定 
义 见 [84,85,95])。U 空间 中 的 模 用 | 表示 ， 用 |:| 表 示 Z 空间 中 的 模 。(Q,F,P) 
为 一 个 完备 的 概率 空间 。 随 机 过 程 Y() 的 状态 空间 为 (Z,B8(Z))。 同 时 Y() 是 一 个 
(Q,F,P) 上 的 -加 性 过 程 。 特 别 的 ，Y(7) 为 一 个 Lévy 过 程 。 从 而 由 Y(1) 可 以 得 
到 一 个 关于 它 的 Poisson 随机 测度 和 (dt,qdz) 和 补偿 子 : m(dt,dz). 4Y(t)A Lévy 
过 程 时 ， x(di,dz)=div(dz) ， 其 中 vd) AY) 的 Lévy WE. 
N(dt,dz) = N(dt,dz) - z(dt,dz) HAE NE (Q, F, (E)n P) 上 过 程 了 CD 的 补偿 随机 
WEE, HF (E)n AH YAO ERR AA o 域 流 。 
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本 章 考虑 以 下 由 补偿 随机 测度 驱动 的 随机 时 灌 偏 微分 方程 : 


dX (t) pax (t) *- f(t, X,)]dt + | g(t, X 2)N (dt,dz), t> fy; | 
B (5.1.1) 


A, (5) = eG * s) e L'(Q,C,), 
K'PoiéF ul, -AXEEC,-EÉRE(S()L 20) IE APER. 假设 
0«a «1l, Banach 空间 DA") REPRE 算 子 如 :U OU 的 定义 域 ， 模 为 
l| xli, Axle AU, = D(A"), C, 2 C(-r, 05U,) A [77,0] BU, ERBR 
ze. X,:[-r,0] > R, X (s):- X(t*s),-rSss0. BR: f :(—o,4)xC, >U 和 
g :(—9,4«9)x C, > L(Z,U) « Fl MC, (t, p) RAMA D (O,C,) $F -RpU A EX 


的 集合 ， 模 为 
E || ole: E{ sup || 4" p(s) |I?} «o . 
下 面 介绍 关于 补偿 随机 测度 的 随机 积分 的 几 个 结论 。 
令 和 =Z/{0}， 首 先 定义 两 个 集合 
M’ (Z/U):- (f :RxQ > L(A,U), 满 足 f 是 关于 R,Q 和 U 
Borel 可 测 的 ， 且 f 为 F ~- 适应 的 ，Vt eln TH 
» | 
M'*(ZIU):- (f e M' (ZIU): [ [ Ell FIP? v(dz)dt <o}. 
针对 这 两 个 集合 中 的 元 素 ， 有 以 下 几 个 引 理 。 
引 理 5.1.1. ((95], FE 3.10) 令 feM"™(Z/U)， 则 了 是 关于 N(dt,dz) 在 
[0,7T]xA 上 强 1 阶 可 积 的 ， 而 且 对 任意 0<1<7T,Ae B(Z/(0) 8 


El | | f(s,2 Ndz, do) 2 [ [ElfG,2) vd)as. 


引 理 5.1.2. ([85]) EX E 29 M 型 2 次 的 可 分 Banach 718]. f e M" (Z/U), 


MW f BAF N(dt, dz) E[0,T]x A E38 2 MTR, HERO <1 <T,A e B(Z/(0)) 
有 
E[sup| | 7(r3 NG dd] KGL [EIAI v(de)dsy”,0<r s2, 


KB KAS M 型 p 次 的 可 分 Banach 空间 定义 有 关 的 常数 。 
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#52218) E (LO, TIXO (E eon) SL,» SP 
L,([0,T]x OF, efor) = {Z(t,@) ， Z(t,@) 为 FR 适应 的 ， 而 且 
Z(t,o)[0,T]x Q > UNH BR, HEBD F./B(U) 
可 测 ， 同 时 满足 | EI Z(s) |l ds <o}, 
定义 5.1([95， 定 义 4.1] RR ERE Z OZ OEE Xu dr P 4t, dm 
对 所 有 (t,w) eT 8 Z'( - Z (n) ,其 中 Te BOT) G9 Fifi Hike ar © PU) - 0. 


BATH cde de D PSHM E, ATE 为 一 个 Banach 空间 并 有 以 
TH 
WZ.) zp:= (f EIZ) Js)". 


 BZ'(t,0), Z^ (to) AE, LAW Z (s0), Z (8,0) e C([7r,0) L)» ZF Z (sa) | 
AZo) 也 同样 是 等 价 的， 可 得 对 函数 Z,(sw) 关 于 dr 的 P 等 价 类 构成 的 集合 
E .为 一 个 Banach 空间 ， 并 且 模 为 

IZE O) lesg = (| sup EU Z, G0) I 1)"7. 


定义 5.2 Boc el (O, F, P) ERBEUSERS QE(D,1 2) HIC HESE A 
适度 解 ， 如 果 : 

1. 对 任意 (20, X(0) 是 下 适应 的 ; 

2.X(t)eE 在 t>t; 上 几乎 处 处 有 cádlág 轨道 ， 对 任意 的 :>t 有 


Pío: [ E|| X(s,o)| ds <w}=1 
且 满 足 方程 : 
X()=SOp+ | SC- fs, X, )ds* [ | St-5)8 X, ,z)N (ds, dz). (5.1.2) 


由 文献 [21] 中 命题 4.15 和 文 [84,95] 中 关于 Poisson 随机 测度 积分 的 定义 及 性 质 ， 
容易 得 到 下 面 引 理 。 


引 理 5.1.3. 对 任 一 给 定 的 下- 适应 的 可 料 过 程 @(D : R*  x0—9 L(Z,E),t 2h)» 


如 果 p(ke Et>4， 对 任意 的 keZ » || EIDO o (dud «oo 和 


中 南大 学 博士 学 位 论文 TLE Poisson 随机 测度 驱动 的 SFDE 强 解 的 存在 唯一 性 


[ [ E148() bs (dde, W4 


A^ [ | D(s)N(ds, dz) = [ | 4^0) (ds, do) 
5.2 Poisson 补偿 随机 测度 驱动 的 随机 时 灌 微 分 方程 解 的 存在 唯一 性 


令 MC,(t,p),1< p<2 表 示 出 所 有 属于 2(Q,C,) 且 下 -可 测 的 函数 所 构成 的 空间 ， 


PRA Elly ||. «o. 在 这 里 我 们 针对 方程 (5.1.1) 中 的 算 子 -4 给 出 假设 : 
假设 B: 
1.~4 ZU 空间 上 的 解析 半 群 {S(),t>0} 的 无 穷 小 生成 元 : 


2. 和 存在 M >0 和 实数 a >0 使 得 对 任意 heU 和 :>0 有 ||S(Dh|l Me™ lhl ; 
3.4° 满 足 4°S(Dh|ls Me "t? || h],t» 0, 3HE—heU, 其 中 M 21; 
4. 对 he D(A*) || S(QA-Alls N t || Ah], HPN, 21. 
函数 1 和 g 满 足以 下 Lipschitz 条 件 : 
假设 C: 对 任意 的 x,ye C， 和 it <t<T ， 存 在 常数 C ,C, 和 C' 使 得 


I £2.) - SOOIPSC x-y; 
[li g(.x,2)-g(ty,2)I? (az) C, lx- y; 
IFC OIP + [118,21 vide) SC, (+I x18, ). 


定理 5.221. Sae(0,l], 0<T<oflAc B(UM0)), 如 果 以 上 的 假设 B 和 
假 C 对 于 p=1 满 足 ， 那 么 对 任何 初 值 pe MC,(t,1)， 在 [t,,T] 上 方程 (5.1.1) 存 在 
唯一 的 适度 解 ， 也 就 是 存在 唯一 的 过 程 X(f) e D. 18187; (5.1.2) XI. 
为 了 证 明定 理 ， 这 里 设 7 > 为 一 个 在 证 明 中 可 以 给 出 并 确定 的 时 间 。Z ,是 前 
面 定义 的 空间 。 引 入 一 个 性 ,上 的 映射 D: 
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(OP)(D = S(t-t,)A79(0) + [ Arsa -s) f(s, 4'^Y. ds 
+ [ [4'St-5)g, 4*Y,z) (dnd) ^ T2124; ($23) 
(bY)(t) = A* o(t), 02:2-h, 
和 模 
EI X, NE= E{ sup | X(+5)|P). 
下 面 我 们 分 步 来 证 明定 理 (52.1). 
证 明 BL, WEM OL 上 有 QZ)cL。， 也 即 如 果 
(¥Y(s, 0)a 7] € L » MA (OY (s), 5€ L o l 
首先 ， 证 明 方程 (3.2.3) 中 的 积分 都 是 有 定义 的 。 由 假设 B 和 假设 C， 可 以 得 
| El A°S(T-s)f(s,4*Y,)|] ds 


< [eG - sy "Ell fG 4*1)Ids 
o (5.2.4) 


< supe"? - 5) *) [ Ell Fls,4*Y,) lds 
ly SssT 0 


< K(T,t,)C, Ql Y, loners) 
和 
[ | E\| 4^ ST -s gs,4°Y.,2) |] v(dz)ds 
< ( [e*t my" EN gls, 70, z) vods 2m 
< sup (eT sy") [ Ell g(s,4°Y,,2)|l v(de)ds 


< K, (T,t, \C, (T+ | Y, lucri ) 
HEP K(T,G)JE (7) AST Mt, 有 关 的 常数 。 
下 面 我 们 证 明 (@7(so))。 EL, o BiG.2.4)8(52.5)8 LLG 
[ EIOP), le d= [E sup I (OY 0) l| dr 
Ü 0 -hs0<0 
< [ E sup || S(t +8)4"Ø(0) || dt 
0 -hs0s0 
+f E sup || f " A*S(t-0 - s) f (s, AY. )ds || dr (5.2.6) 
+Ê E sup | [ | 455(t «0 - )g(s, 4*Y,, z) N (dz, ds) | dt 
0 -hs0s0 0 
=h+ +. 
MEAL. LAL, ARB. BRC 51(5.1.11)M Hö Mer 不 等 式 可 得 
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I, S MTE | ol. ， 
+o -a(t*0-s) -a -a 
I, <M, | E sup ([ "(40 -s)* || f(s, 4°°Y, Il ds)dt 


9  -hs0s0 "o 


<M, | {supi -t= €] sup (^ El fs 7X)] agat 
9 tystsT ~hsés0 "o 


s CK (T, )M, (T+ | Y lu ca ) 
I, SM, [ E sup ([" | (9 -sy* las 7,2) ll V(dz)ds)at 


es di 
<M, [ {sup [(t —1 Ye] sup | [ | El g(s,4°*Y,,z) || v(dz)ds}dt 
< KT CM, (T+ | ¥ llocs) 

将 上 面 结果 代入 (5.2.6) 得 

WPM Icy S (Kn) Ky (TQ CGM, (T+ IY locs) 


S œ, 


第 二 步 ， 证 明 算 子 中 是 1。 上 的 压缩 算 子 。 
SX, Y eho» 则 有 


+0 
[ Ell@X)-(@Y), le dr « | E sup | ("AS 0-7 X) 
0 9  -hs0s 9 
| -f (s, A*Y, ))ds || dt 
+| E su 
(525. 
-8G 4"Y,,z)) Ñ (dz, ds)| dt 


-[ 4, 


[ [4500-5Xg(s, 7 X,.2) 


0 


(5.2.7) 
对 式 中 的 ,1 ， 由 假设 B, 假设 C， 引 理 (1) 和 H6 lder PER, AUF LLNS 


I, SM, [ E sup ("e 0 -s* If aX) 


9  -hs0s0 "9 
- f (s, A ^Y,)]| ds)dt 
S K, (T,t, )C; M, | X EE Y lu c1 
LSM, [ sup (三 | a) (t 4 O—s)* Ell g(s, A7 X,,z) 


0 -hs8s0 "9 
-g(s, 4'^Y,,z) || v(dz)ds)dt 
< K((T,5)C,M, I X -Y ly. 


将 五 、 五 代入 (5.2.7) 有 
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| QY-oy lu cia S (K,(7,1,)+K,(7,4))C,M, Il X SY |e ces (5.2 8) 


B(T) | A mE bon , 


因此 ， 选 择 适当 的 7T>t, ，7T -1t, >0 足 够 小 使 B(T)e e(00, HERR X,Y eL 8 
有 (5.2.8) 成 立 ， 算 子 四 是 压缩 的 。 由 Banach 不 动 点 定理 ， 可 知 算 子 @ 存在 唯一 
不 动 点 ue [7 使 得 Bu=wu， & X(t) = Aut). WAX) 是 唯一 满足 方程 (5.1.1) 


ARE, BD Y() 为 方程 (5.1.1) 的 适度 解 。 从 而 定理 (3.2.1) 得 证 。 
定理 522. 令 we(0D 。 忆 为 M 型 2 次 可 分 Banach 空间 。  0«T «oofll 
AeB(UM0O) 。 如 果 以 上 的 假设 B 和 假设 C 对 于 p=2 满 足 ， 那 么 对 任何 初 什 
9 e MC,(t,,2)， 在 fw,T] 上 方程 ($5.1.1) 存 在 唯一 的 适度 解 ， 也 就 是 存在 唯一 的 过 
Fe X (t) e L, (EB AE(S.1.2) Mo - | 
证 明 3 —2;p, ERRIO EL EEA). > EE umm 
Eso) € Loe WA (PY 0), 7€ L. 
首先 ， 证 明 方 程 (5.2.3) 中 的 积分 对 p=2 都 是 有 定义 的 。 由 假设 B 和 假设 C， 有 
[ESC-9JG 471) dss [ (770-5 BIAS, YI) as 
< [ (ETAT -sy )ds [ El FG a YE ds 
«(T =H cT [YO d), 
(5.2.9) 
| [ Els - 386 a7, 2 nanus 
« ( fer r-sy* EllgG 4*0, 2) vanas 
< [ "m -syas [ E Ell g(s,4°Y,,2)IP vanas m— 
«(T -4)* 67 + | ENIYO IÈ d), 


Hh A 5a 和 a 有 关 的 常数 。 
同样 可 以 证 明 (@7(s,o))。 7) € D. 
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[ EON), i£ d= (E sup (ONE+ d 
0 0 —-hs8s0 
< [ E sup ||S(¢+0)A% (0) d 
9 -hss0 


+0 a -a 2 
* [ E sup IL 46st 0-5)f(s, 47%, ds f di 
—-hs8s0 0 


Ü 


+8 á -a y 2 | 
+f sup if [A S(t+0—s)g(s,A Y,,2)N(dz,ds)|| dt 


-hs@s0 
=[,+1,+1, 
(5.2.11) 


MI. LL. BB B. fix C 8 Holder 不 等 式 可 得 


I, < MTE | pl, 
l, S M, | E sup (| (7*0 0-5) || f(s, Y) ds) a 


-hs0s0 


<M, (EQ - 229) f ( sup ([" Ell SGA Y) ds) d 
< M,(T -tT( -22)(ag) ^ )C (7+ || Y JE ) 
I, <M, Í (sup [ [egos 


a à g(s, A^Y,,z) | v(dz)dsy. at 
<M, (P(-2a)(aq)**)[ | Ell g(s,4°°Y,,2) IP v(de)ds)dt 
< M, (T = (TA -2a)(ag)**)C, (T || Y lf.) 
将 上 面 结果 代入 (5.2.11) 得 
IOV [Boo < M,(T-5XTQ-2oXagy")C, «lY lf...) 
< o. 


BS, VHMHTORU, LEAST. OXYeL,, WA 


[ Ell(@X),-(@Y), le d 


s È El sup ^ 4*S «0-50 4X.) - f 4 "Yd de 
0 -hs8s0 “0 
+[ El Sup [ [455t-0-sXg(s. 17,2) (5.212) . 
-hs8s0 “0 


-g(s, A°Y,, z)) N (dz, ds) |f dt 
=l; +o 


XL ISI LV Re B. Bit C Al Hólder 不 等 式 可 得 
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LSM [ | E( sup 三 (e 979 (t - 0 — sy* || f(s, A^ X.) 
i 7 9 -hs8s0 “0 i 


-f (s, A®Y,) || ds) dt 
< M, (T - YT - 20) (ag) )C, X-F IPs 


hy S KM, [ (sup [^ [67 (0 5)" Ell gG 47 X, 2) 


0 -hs0s0 1 
—g(s, A^ Y,,z) | v(dz)ds)) dt 
< KiM,(T -t,XT(1 -22)Y(aq) ^ )C, M, || X -Y Py e2; 
将 五 、 丰 代入 ($.2.12) 有 
|oY-o6Y|,.,, < [d+K;)M,(T-t XT 2a (agy ^) 


x C, M,]" I X -Y lj. (5.2.13) 
M(T,t)l X -Y |l... s 


因此 ， 选 择 适 当 的 T >n HBT -1, >0 足 够 小 可 以 使 得 M(T,t)e(0,1)， 对 
任意 的 X,Y e 上 .都 有 (5.2.13) 成 立 ， 也 即 算 子 @ 是 压缩 的 。 由 Banach 不 动 点 定 
理 ， 算 子 中 在 空间 坟 , 存 在 唯一 不 动 点 u， 使 得 Bu=u。 令 X(t)=Aru(t)， 则 可 
得 X(t) 是 满足 方程 (5.1.2) 的 唯一 解 , 即 为 方程 (5.1.1) 的 适度 解 。 从 而 定理 得 证 。 

上 面 主 要 研究 了 当 p=1 和 p=2 时 作 M 型 已 次 空间 中 随机 时 小修 微分 方程 的 解 
的 存在 唯一 性 , 而 对 一 般 的 1< p<2 时 ， 定理 的 结论 不 一 定 成 立 由 于 1< p<2 时 ， 
M 型 p 次 空间 都 不 是 Hilbert 空间 ， 从 而 结果 的 研究 就 要 复杂 得 多 ，。 
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ARE Poisson 随机 测度 驱动 的 随机 时 沸 仿 做 分 方程 
鞭 解 的 存在 唯一 性 


6.1 引言 


本 章 中 ， 我 们 主要 讨论 Poisson 随机 测度 张 动 的 随机 时 涝 偶 微 分 方程 适度 解 
在 Banach 空间 的 存在 唯一 性 。 

众所周知 ，Poisson 随机 测度 驱动 的 抛物 型 随机 偏 微分 方程 最 初 可 在 [98] 为 
Walsh 所 介绍 和 讨论 ， 在 文献 [98] 中 Walsh 以 电报 方程 做 为 例子 对 这 类 方程 做 了 
WR. Hilbert 空间 中 的 Lévy 过 程 驱动 的 随机 发 展 方程 和 随机 偏 微 分 方程 已 经 
有 很 多 学 者 对 此 进行 了 研究 , 也 得 到 了 很 多 相应 的 结果 , 如 Albeverio、Wu 和 
Zhang [59], Rockner 和 Zhang [74]， Mytnik [99] 等 以 及 文 后 参考 文献 中 所 列 
的 文献 。 Brzezniak 分 别 在 1995 和 1997 对 Banach 空间 中 的 Wiener 过 程 驱动 的 
随机 偏 微分 方程 的 理论 进行 了 研究 [100,83]。 在 文献 [8 和 中 ,作者 研究 了 p 次 M 
型 的 Banach 空间 中 Poisson 随机 测度 驱动 的 随机 偏 微分 方程 ， 得 到 了 解 的 存在 
唯一 性 以 及 相关 正则 性 ， 同 样 在 [85] 中 ， 作 者 又 对 p 次 MM 型 的 Banach 空间 中 


Poisson 随机 测度 驱动 的 随机 偏 微分 方程 当 方程 的 系数 不 满足 Lipschitz 条 件 时 进 
行 了 研究 ,得 到 了 解 的 存在 唯一 性 结论 。 

对 有 限时 滞 的 随机 时 灌 常 微分 方程 已 经 有 很 多 学 者 进行 研究 , W: [78] [93] 
以 及 [36] 的 参考 文献 。 

另 一 方面 ， 对 于 Poisson 随机 测度 驱动 的 带 有 限时 混 的 随机 时 浠 偏 微分 方程 
研究 还 是 不 多 , 但 是 近年 来 得 到 很 多 学 者 的 重视 ,如 Taniguchi. Liu 和 Truman 
[97] 以 及 Luo 和 Liu [101] 等 。 

在 本 章 中 ,利用 半 群 方法 ,对 p 次 M 型 Banach 空间 中 随机 测度 驱动 的 带 有 


限时 滞 随 机 时 滞 偏 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 和 正则 性 进行 研究 。 将 文 [84,85] 中 的 
结论 扩展 到 有 限时 滞 的 随机 偶 微 分 方程 。 
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6.2 预备 知识 


在 这 一 节 我 们 给 出 将 要 用 到 的 相关 知识 和 结论 , 这 里 只 是 简单 介绍 , 详细 的 
定义 和 一 些 绪论 的 证 明 可 以 参考 相应 的 文献 ， 如 Hausenblas 的 [84,85]。 
令 (Q,F,P) 为 一 个 完备 的 概率 空间 ，{ 厂 ,为 一 个 增 的 中 的 子 o 代数 ，U 为 一 
个 Banach 空间 ， 考 虑 如 下 方程 


du(t) =[-Au(t)+ f(ult+s)]dt + | g(z,u(t + s))N(dt,dz), 
t>t,-h<s<0 — (62.1) 
u(t +v) = ov), ve[-h,0], 
Sih o8 F, 可 测 的 ，-4 为 一 个 稠密 闭 的 线性 算 子 ， 其 生成 以 上 的 解析 半 群 一 
A (S(t,tz0). 
为 方便 起 见 ， 假 设 半 群 S(1) 是 有 界 的 ， 也 即 是 ， 对 :>0 有 0e p(4) , WH 
子 而 言 就 是 -4 ETER. KERAN OSa, A 是 可 以 定义 的 ， EA A 
一 个 闭 的 线性 可 逆 算 子 ， Hog X308 D(A’), EU PRE. A 的 可 闭 性 意味 着 
D(A") WERA A 的 图 范 数 ， 为 |z| :=| 4*u|。 因 此 ， 带 图 范 数 的 Banach 空间 
WAV,. ZU Banach 空间 ， 范 数 分 别 为 |:|; Al, UX p iX M 型 的 
Banach F]. 4A:=Z\{0}, N(dz,dr): B(Z)® B(R*) > Rt 8—^ (Q, F, P) E 
的 随机 Poisson 测度 ， 其 特征 测度 为 v(dz)e L(Z), hz T A adz dt). Wl 
N(dz, dr) := N(dz,dt) - (dz, dt) H 4f Poisson 随机 测度 。 函 数 SEX 5v, 和 
g:X 2 L(Z,V., ), SENZA, WV, 将 在 本 章 的 第 三 节 给 出 详细 定义 。 
定义 6.1.0] RE XR AE (O, F, P, N Es UO) EE UO 为 一 个 Banach 空 
间 中 适应 的 cádiág 过 程 满足 以 下 的 积分 方程 ， 
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u(t) | -S(t-£)g(0)* [ S(t - v) f (u(v  s))dv 


" [ Í S(t-v)g(u(v + s), z) N (dz, dv) (6.2.2) 
(2 1,,-h «s «0, 


u(t -s) =h —s), ty -hsssh, 


则 我 们 称 (Q,F,P,N CE, (0),,). 为 方程 (6.2.1) 的 一 个 拷 解 。 

$i: 4 ((0y,, X Banach 空间 Z 中 的 加 性 过 程 ，N(dz,di) 为 由 其 产 
生 的 一 个 过 程 。{7(1)},w 为 一 个 Lévy 过 程 ， 当 上 且 仅 当 x(qz,dt)= drv(dz)， 同 时 称 
v(dz) 4 (Y(t)),,, I] Lévy 测度 。 

注 2: (参看 [84,85]) $ Z 为 一 个 可 分 的 Banach 空间 ，2Z 为 其 拓扑 对 偶 。 令 
B(Z) 为 Z 的 一 个 Borel-o -代数 。 一 个 Borel- 测 度 v: B(Z) — R* WRA Lévy 测度 
WREE Oo -有 限 的 ,而 且 有 v({0})=0 和 函数 

Z’ 3a > exp( | (e^ -wv(do)eC 
为 Z 上 的 Radon 测 度 的 一 个 特征 函数 ,如 果 Lévy 测度 满足 对 所 有 的 4e B(Z) A 
v(4)2v(-A), 则 称 为 对 称 Lévy 测度 。 | 

定义 6.2( 参 考 [84,85,100]) S1< ps2 一 个 Banach 空间 U 为 一 个 p 次 MM 
型 的 ,如 果 存 在 常数 C=C(U,P) 使 得 对 任意 的 U -EARM M, M,e) 其 中 
M, =0, 有 下 面 的 不 等 式 成 立 


supE|M, PSC E|M, -M,F (6.2.3) 
n2l 


nzi 


ik 3: 在 [84,85] F, CAA SRF Poisson 随机 测度 的 相应 结论 ， 阁 
Ispx2, U 和 Z 为 可 分 的 Banach 空间 , 而 且 U A pix M BH, 则 存在 一 


个 常数 C<o 使 得 对 每 一 个 特征 测度 为 veZ(Z) 的 补偿 Poisson 随机 测度 
N(dt,dz) 和 线性 函数 全:Z ->U 都 有 - 


E| | | HzÑ(dz,ds) «ct Í | Hz f vao). (6.2.4) 
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还 将 用 的 下 面 的 定理 (参考 [84,85])。 
定理 62.1. (参看 [84,85, 命题 2.2]) $ 1< p<2, U 和 Z 为 可 分 的 Banach 


空间 ，U 为 p 次 M 型 的 。 对 所 有 工 ,(v) 中 函数 h:QxR*xZ UF 


E sup | [ | ho,z)N(dz, da) < CE( [ [IG 2 N(dz,ds))"? 0 <r «c, 


(6.2.5) 

和 

E sup | [ | h(c,z)N(dz,do)| < cf | E | h(s,z)  v(dz,ds)) "^,0 «rs p, 

(6.2.6) 

其 中 

L,(v) = (h: Qx R* — L(Z,U), AP] flcaglad 过 程 ， 
满足 [ | Elh(@,s,2)F v(dz)ds < oo) 
范 数 为 


Ihm | [ Els 2)" v(dz)qs. 
ik 4: 事实 上， 在 [8$] 中 的 Proposition 2.2 的 假设 条 件 下 ， 有 以 下 的 结果 : 
heL) fineN, figi. 


EÍ f lhl,s, 2) v(dz)asy"”” «c, 
9 i 

[ [ El&o.s DT v(de)ds <o; 
则 存在 常数 C < o 使 得 


E sup | f | (o. 2 N (dz, do) E cy (| | E|h(s,z) v(dz)dsY" . (62.7) 


AAAA MIHM £6(6.2.1), 这 蜂 需 要 在 研究 随机 时 灌 微 分 方程 常 
FARE, MEN A> 0 定义 分 段 过 程 他 } u,(s):=u(t+5),s e[-h,0], 


则 分 段 过 程 w 对 时 间 # 固 定时 为 一 个 函数 2 : [25,0] 一 VU。 对 {u},。， 给 定 一 个 范 
数 为 lu Cle:= sup IF » 对 5>0, IG) sup | A°u,(s) 和 


lu CS) Me sz sup |u (s) E; » 其 中 范 数 |-| ;将 在 第 三 节 中 详细 介绍 。 令 空间 


中 南大 学 博士 学 位 论文 第 六 章 Poisson 随机 测度 驱动 的 SFPDE Bhi HY FF AE HE 
X-C[-hOU) 及 其 范 X jule=supluF > 空间 
-h<s<0 


VS, (u:u, e X, Eu Cs) lo 90] - 


63 主要 结果 


对 6>0, 空 间 V, =D) 和 空间 的 范 数 为 | :=|4°- |, Ene NV, 
在 模 |.|,:=|(-4)”*-| 下 空间 EE 的 完备 化 空间 。 MRS <0 使 得 -5 =-n+ BV, 表示 
V PET ANDRE EMRE PRA Be[0,) BA |-|=| 4f| (具体 可 以 
看 Pazy[92]) 对 /满足 p<r<o, $ 

V, _, = {u : Q V. such that£ |u |, <0} 
RA lulh, CI)" 
X pxq«o, SLi((t,, TEX) AMMA Bochner 可 积 函数 | jiul ds «co Hy RADE 
间 。 模 为 

和 (za 
fI D (O5 L' ([t, T]; X)) A ATA BEL FEE IRI, EE deD (t TE;X) as. 
5j, 对 Banach FË) X , 4 D([t, T] X) APTA IEMA cádlág FRA u: [4,7] X H 
成 的 Skorohod 空间 ,其 上 的 拓扑 为 Skorohod 拓扑 。 

BE: 

(H0) £3&a»0, pÆF -可 测 ， 而 且 存 在 R>0 使 得 

P(lol. .,» K) SRK“, K 21; 

(H.) 2, & —^ REB SX OV,» FE HC, «o 常数 

If(x)-fOo»L,sC,lx-»yle | xyex; 

(H.2) 8, AMER E.g: X > L(Z,V., )， 存 在 常数 C。< oo 使 得 

[126.2-g0.205 v(d)sC,lx-»IE — xyeXl-l-sn. 

ik 5: EX [85]'P, Hansenblas 研究 函数 f(x) 和 g(x,z) 不 满足 
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Lipschtiz 条 件 ， 而 且 f(x),g(z,x) 为 关于 x 为 H5lder 连续 ， 也 就 是 ， 对 
0«r,,r, <l 


1f/6)- fO) Ls SC, Ix- yl" BEX, 
和 
[1862-20.2/, vd) «C, Ix- y" x, ye X121. 


定理 6.3.4. O1< ps2 X RIZ 为 可 分 Banach 空间 。 HHUR piX M 
型 。 & N(dz,dt): B(Z)x B(R) 9 R* Aj Poisson 随机 测度 , HAMEF z(dz,dr) WR 
特征 测度 为 v: B(Z) > R 满足 

[ler v(dz) « o. 

令 4<o， 假 设 非 负 的 常数 65/ 6. Shy 满足 下 面条 件 ; ， 


1.6.4<1 和 ô, <l; 


l ] 
2.(6,- p)p«1-— 和 ó,-p«1-—; 
q q 
bog 
q 
). 


? 


4.5 >max(++5,,5,-14 
q 


Q | 一 


] 
4 
者 还 有 (H.1) 和 (H.2) 满 足 ， 则 有 以 下 结论 : 

(]) 如 果 初 值 满足 (H.0), 对 c >1 则 方程 (6.2.1) 有 

D (QSL (5T X) AL (A D(t T] V5) 
"ERR uU LARTER CC <o 使 得 

P(|u|,2K)SCK ^, —K2l. 


(2) WREE EJ «o, ， 则 方程 (6.2.1) 有 


P (% L (t, TEX) OL (O; D(IS. TE^) 


中 南大 学 博士 学 位 论文 | 第 入 章 ”Poisson 随 机 测度 驱动 的 SFPDE 鞭 解 的 存在 唯一 性 
"PE BRE u WE E || ule «C ice Nal pS - 

证 明定 理 63.1 之 前 ， 介 绍 一 些 概念 。 令 LOL (7X) 为 所 有 
ue D(O; P (,T] X)) 的 集合 使 得 u 是 一 个 D([t,TEVS)- 值 随机 变量 和 
u:Qx[n,T] 2 VS 为 适应 的 ， 而 且 peL, AE -TW EXHT 


K,: Lo Bh TEX) 9 P (Q5; (f, T] X) 
由 下 面 的 式 子 定义 的 ， 
(Ku) = Sto | St-3f( ds 
+ [ | SC-9g(Gw_)Ntz,a) (6.3. 
telh Thu e D, (Q; D (6, T]; X)). 


对 yeR, P&sr«of&ürszq«o,$ 
VT) := {u:Qx[t,T]> X, 
| Elu I Y" ds «oo 


模 为 
Iud ( (Ellu, lc, ds)", ^ ueV,, (T), 
Xf r zo 
VO) := {u:Qx[h,T]> X, RAE 

sup (E ||u, lle.) * <=}, 

ta SssT 
模 为 

Mu Megy =C mE lu 15,7, — ueV,, (T) 

MR y=0,0V, (T) AV T). E5 RAEE [ron] 的 模 ， 其 中 


2 
lusum C Elu do", uE, T), 


或 者 对 yeR'H 


l 
il u ML. oe (E | u, le,) m uc UR (T), 
155545 


证 明 : 首先 ， 证 明定 理 6.3.1 中 的 (1)。 令 
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M(a,T,R) := {ue DÈ P ([t, T] X), 
P(|u|,,2 K) < RK“, K 21} 
a>0,R>0,T >h, 


Mo(a,R) := (pe D (Q;V ifi o I F, -可 测 
和 P(|g|_,2 K)sRK",K21) 
a>0,R>0. 

由 引 理 643, RPK KTS P(O LTX) 的 拓扑 为 连续 的 。 因 为 
L'(Q; L TEA) RSH, 对 任意 R>1, KATK EXE] M(a,T, R).E, 而 
且 如 果 g >1, RA M(a,T, RÆ LGL T]; X)) PAW. PEE T 8E. 可 以 
证 明 对 g, q»a21, HMoeM,(a,R), K,RM,(o,R) SIM(a,T,R). 


令 R,R>0 为 给 定常 数 和 天 >1 为 任意 给 定常 数 ， 令 


R -la 
M= MK D= KC (6.3.2) 
对 ueD(Q; (f TEX). EX 
x ju — Ru, s M 
u =] 0 其 他 (0.3.3) 
对 per 
M -| &lel, <M (6.3.4) 
lo 其 他 


则 由 Chebyscheff 不 等 式 得 


WK uu" IE, , : 
PA K,uli,2 K) $77, + P(e u")+ P(g eg"), K 21. 


由 引 理 6.3.2， 存 在 常数 Cl C(T.4,C,,C,,5,,6,,q) «vo. 使 得 
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(CT =," Lg" Uh, +CT, CCSD HL) 


P(\|K,u||,2K) < T pu 
+P(u +u” )+ P(o +o") 
(G(T-n J^? «C(T,1,,C,,C,,0,,6,,q) M' 
een DN MD ORE 
+P(u #u")+ P(o s o") 
p (C (T 24)? € C(T,4,C,,C,,0,,6, ,q) M? 
dons EIE MC EE 
+RM™ +R,M~“, 
如 果 R 满足 
(C (T-P + aa : f -— Es 


则 由 (6.3.2) 可 得 
P(| K,u||, 2 K)S RK”, 


DU 


也 即 Koue M(Q,7,R)。 由 引 理 6.4.3 和 引 理 6.4.5, SET Kk M(a,T, R) PRE 
HER. MERE Schauder-Tychonoff 不 动 点 定理 ， 可 得 存在 一 个 不 动 点 w 使 得 
Ky =u 。 定 理 的 (1) 得 证 。 
下 面 证 明定 理 63.1 的 (2)。 给 定 T>0 和 p<g<w。 由 引 理 6.4.2, 存在 B>0 
BCC tC C6 5,9) co A 


WK ally s CT-48) loll +C7.4,C,,C,,5,,6,.9) lw lg 
VEF ueV>(T), |, 21. 


q.-p? 


A R>1 可 以 使 得 
(CT -t,)" | 9| | *C(T,5,C,,C,,6,0,,q) Rf) S R. (63.6) 


& 
M(R,T):= {ue P (& L (i, TEX) AL (5 Df TEV, Vw || up, s R} 


MW, MQ,T)AS PIGE (5, TEX) BB — 7 7 SBETR. X lol «o. 


由 引 理 可 得 若 (6.3.6) aL, BFK TEMQUT) 上 为 映 上 的 。 又 由 引 理 6.4.3 和 引 
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X645 TEK, A PGL TEX)ynr (QD TES) ERE AN, RH 
由 Schauder- Tychonoff P3) A E E n] Lie BA EE 6.3.1 的 (2)。 


64 几 个 引 理 


在 这 一 节 中 ， 主 要 给 出 上 一 节 用 到 的 几 个 引 理 以 及 引 理 的 证 明 。 令 VP (T) 
表示 所 有 的 ueV, DKRS, 其 中 为 适应 的 和 值 落 在 D(IS, TE VS) ERIRE 
变量 。 令 大 ,为 下 面 的 映射 


(Ko) = SOPO) + | Sq — 9) Fu, )ds 


" [ | sd- 8s.) (dz, ds) ——— (641) 
= S((0)+ Kiu + Ku,t e[t,T].u eV (T) 
(K ut, +t) = e(t), -h&t«0. 


在 上 一 节 中 ， 应 用 了 Schander-Tychonoff 不 动 点 定理 证 明了 定理 。 在 这 里 
将 证 明 (6.4.0) 中 的 算 子 天 ,为 从 忌 (Q;P (p, T]; X)) RH ASME RST. 


Jt, BEA ER PR PST] X) 中 紧 集 的 相关 定理 。 
定理 6.4.1. (X, Hausenblas [85, 定 理 4.1]) 9 X 7g —^* Banach 空间 ， 
1sq«o fRIACLI (t, TEX). RRAAL (tT X) 中 相对 紧 的 当 且 仅 当 


(1) sup eaill f 11,3 = M «vo, 
(i) lim ( 106-0 dt-0 对 所 有 的 f e 4, 
(ii) 对 每 一 个 e>0 存 在 紧 集 O. c 基 使 得 对 每 一 个 fe 4， 使 得 集合 


Ass Ct TIH EA te[n,T] A, , AAA, ,) «e A f (0e, . 


男 外 ， 这 里 还 介绍 由 Aldous 给 出 的 一 些 定 义 和 紧 包含 的 一 些 条 件 (参看 
Ethier and Kurtz[102] 或 者 Hausenblas[84, 附 录 ])。 令 区 为 一 个 可 分 Banach F 


间 , {x”|ae 4 为 一 组 随机 过 程 ， 样 本 曲线 落 在 空间 DQSTEpX) 中 ， 使 得 
x eD(Q',F*,P), aeA. (F) A Hx, ae 4 产生 的 自然 o 域 流 。 
定义 6.3([84, 定义 A.2] 或 [85, EM 4.1 f (x^ Jae 4} 满足 Aldous 条 件 ， 
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当 且 仅 当 对 所 有 的 se>0 和 5 >0 存在 9>0 Mn e N EINER {rhaa A 
sup 忆 (区 一 x apr 6) SE,0€ A. 
其 中 r AO PN (A) PNA rsT. 
定义 6.4([84, 定义 A.3] 或 [85, 定义 4.2]) 称 G^ Jae A} 满足 紧 致 条 件 ， 
当 且 仅 当 对 一 个 a >0 和 每 一 个 :>0， 存 在 一 个 紧 子 集 K,， CX, 使 得 有 


P? (x? e K,, Vs e[t, T) 21-6,ae A. 


4? 


下 面 给 出 几 个 引 理 以 及 引 理 的 证 明 。 
引 理 6.4.2. 天 ,为 由 式 (6.4.1) 定 义 的 算 子 ， 若 6/ <1 和 565.g<1， 则 K。 映 


V (T) BV, 


q 


M) 而 且 有 : 
(1) 存在 xy,>0 和 常数 CC、 C(T,1,,C,,C,,0,,6,, yq) «* » 使 得 对 所 有 的 


0<7y< 为 有 
Edu, SCTAQ lah, 


tC(T5,,70,,-0, Yo: MIM q (6.4.2) . 
ue ger, 


9,97 


p? 


(2) FER BD C(t,t,,C,,C,,6,,6,5 pq) «oo 对 所 有 的 ft st ST 


Ku- K vll ua SCGASC, CÓ, pau, n 
u,veV 4 OV, -p 


(6.4.3) 
(3) 存在 B, >0 以 及 常数 C; ` C(C,T,1,C,,C,,0,,0,, B, -p)«o 对 所 有 的 
0«B8sf,f 
"m [. Mut h) - Ku a 
«C,-T-4) oll. | 
tC(C,T,1,,C,,C,,0, ,0,, Po - p) Il u IL. 


D(T) 
u EV a ,9 eV, ,. 


(6.4.4) 


证 明 : 首先 证 明 由 方程 (6.4.1) 可 得 算 子 K, Bk V (T) SIV, (T) ， 由 此 可 
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得 (6.4.2) 成 立 。 注意 到 对 0<p<1/g 有 


ISOM, = [ E sup | S(t+8)9(0) P dt 
0 -hs 
< sup | S(t - 0) [7 dtE | o(0) |? 
[sup | à ) lta. E) | eX yr, (64.5) 
< sup | (+0) " diE|g() f^, 
-hs0s0 “0 
< C, aV ) *E | (0) oe . 


Xl Ku, H Young 不 等 式 可 得 


q B +8 " 
Kult, = Í E| sup [ S(t0— s) f (u, )ds f dt 
| 可 sup ("|S¢+0-s)f(u,.)| ds ar 
0 -hs0s0 "o 


+0 
[ E so. "1560-31, ol flu dd 


-hs6s0 “0 


lA 


lA 


lA 


{ El sup (+0-s)® | fu )L,, dst di 
0 -hs0«s0 “0 


f 7-0" dtf (T -t,)E [ [fu )Fs dt. 


IA 


又 由 函数 了 满足 Lipschitz 条 件 可 得 


C.. (T-t jm 
ll KM S ———————— 
(1 -ó s) 


由 引 理 、 Young 不 等 式 以 及 函数 g 满足 Lipschitz A, A 


中 xj， ^. (64.06) 


+0 ~ , 
lle, [ ED sup (7 [ 560-80. 2) R (ass dS) Vi 


<cf yt sup E[ [1560-58 2) d v(dz)ds dt 


9 j=] -hs0s0 


<C| Plsup Ef” [ («0-319 1g, 2s viddy" dt 


0 j=] -hs0s0 


sc[ Y Gp 


9 fa} ~hSOS 
«CC, QV [e ay" HE [ult d 
l=} 0 0 


S C(T,t,C,,0,, p) Il u M 


qq? 


E "(0-3)" [1g(,.,204, vidd)” di 
0 0 A 8 


(6.4.7) 


KE C(T,t),C,,6,,p) 为 常数 。 由 (6.4.5)、 (6.4.6) 和 (6.4.7)， 可 得 下 面 不 等 式 
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WK ul «C (0 78 lol, | €C(T,5, C, 0,.5,,5,.a) ll v M 


q.d g^ jJ? qq? 


综 上 可 得 式 (6.4.2) 成 立 。 
接 下 来 ， 证 明 引 理 的 (2)， 


ll Ku - K,vlit,- ( El sup ([ SC+0-s)(f lu, )- £0.45 
9 -hs0s0 ^9 
+ [^ [50 5XgQ, ,2) - e, 2) (dz, d) di 
< [ El sup [^ st«6- Uf) fev ds d 
0 -hs0s0 "9 
+[ El sup [" [ t0 -sXeG. 2 


-gív,.,z))N (dz, ds) |” dt 
=] tL, 
(6.4.8) 
对 石和 五 ， 与 (6.4.6) 和 (6.4.7) 一 样 ， 可 得 


n 
^ 


< f sup ES 15090-0027 f. Day d 
< ([(r-o*aya iE [1/02 fT, d 


< CTC pu- y; 
和 | 
40 ~ 
Los f sup Elf” [ S¢+0-s)(g(u,.,2)- g(v,.2))M(de,ds) P di 
o —h«8«0 o A 
i n +0 -6,p/ 
« C sup E t+O-s) * WU _,2 
由 X 180.2 
- g(¥,.52) Ps v(dz)ds)” dt 
< 


C-C, Y [r*ay" TE uv a 


lA 


C-C, Y [dry uv. 
=]? 


将 I 和 了 代入 (6.4.8)， 得 


Ku- Kv, S C(T.,C,,C,0,0, p. u-vl, 649) 


其 中 C(T,4,Cj,C,,61,6。,pD,9) 为 常数 ， 由 此 不 等 式 (6.4.3) 得 证 。 
下 证 引 理 的 (3): 
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ef” |K,u(t+h)- Kult) dt <E i ISE +h) -S(0]o 
i 人 SE +A =s) f (u, )ds - [ S(t — 5) (u, )ds 
« [^ [5t 5 -glu 8 (les) 
-[ | 5-8, 2) N (dz, ds) dt 
SESS- 28009 | 50-3, )às (6.4.10) 
+[ | 5e —s)g(u, ,2)N(dz,ds)}p dt | 
+E [ L^ seh 2f, ds 


+E [ [" [St^ -s)g(u,,2)N(dz,ds) f dr 


= tll; 
Hi [S(h)-1]= | AS(r)dr,h> 0 和 | AS(r)|SCr°*,a>0, WA 


I, 


lA 


C asa EE Kult di 
Ch | Kull, 
CAI" (T 1) loll, 
+CT S.C C, 5,0, ) lal Y; 


g Jg 


IA IA 


同样 由 函数 /和 g 满 足 Lipschtiz 条 件 ， 有 


L s EL (Ist h 950,145! d 
< CEL (^ hs)" | fn) Ls, ds dt 
< 


h®C(C, 7 ,,6,) lu bl 


I, < [ ^ EL [^ [SGC+h-s)gl,,z)Nadz,ds)h dt 
< (cy [ {E| f = | rh sg) er | g(u, ,z) E, v(dz)dsY dt 
Iz} ° 


< Chê cy [ pe? ay" E [ lu lE de 


I^ 


C, RA CY. [ 75a" Wulf, 


其 中 为 一 个 与 常数 6, 、5,、p 和 4g 有 关 的 常数 。 将 五、 五 以 及 五 代入 (6.4.10)， 
得 
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Ef LK ut h)- Kt) d SCHT- lol 
+C(T,t,,C,,C,,6,,6,,9) ll v I, 
+h cy [tan Wut, 
<h[C-C, yew (T-5Y loli, 
*C(T,4,C,,C,,0,,6,, B, -BD ll v iigh 


也 即 不 等 式 (6.4.4) 成 立 。 
引 理 6.4.3. 在 定理 6.3.1 条 件 下 ， 并 且 令 


K, : D (Q; (f, TEXY > (OL T] X) 
为 由 下 式 定 义 的 算 子 
(uy) = SOp+ | Se-s)fu, dds 
+f f S@-s)g(z,u,.)N (as, ds) 
t elh, Thu eV, (T), 
RK RARER, MARTE DO; D T] X) EJeXE5R. 


(6.4.11) 


证 明 : AnA POLTA PARR KWEN. RE 
AcLI(Q;(nTEX) A83, 5B,0 55x Pr 88220 存在 常数 
K-K(e)«o 使 得 

Pllull,>K)se, ued. 
下 面 ， 将 证 明 集 合 K,(4) 在 A(Q; PG TEX) 中 为 态 紧 的 。 令 4 为 


DGL TEX) FH-TRE, EL (OV) A F, -可 测 , 对 任意 的 £20 和 
M>0 有 
Pul, 2M)sT PUEL 2M)s-. 


p 


Mn. n B. y»0g XU ERE 


K(n,n,, .y) = {v € L (QT ((, T]; X)) P (O; D([t, T} V^), 
-g (7^ | 
Ill, Snoand sup ^ [I Kye +A) -KONE dt sn 


其 中 
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lvla = vl, d, ver Qu, TEX) 
由 定理 0.4.1， 集合 K(n,n,PB,7) AL (t, T] X) PHBE, 而 且 
PR, € K(n,n,B,y) S PK, n) 


e PO ELS CK uh) 
-K u(r) |. dt | F,.]» 5),.ue A. 


对 ue AM pe D(G;V.,), Wu ELgi(63.35g Xu" : 
o" en 9 “lol, sM 

0 ”其 他 . 
则 

PK n) < PUKU nuu og") 
+P(|| Ku |f, > n,u # u" MN peo") 
E|K ue I". 
—— 4 P(us v)  P(ps 9"). 


n 


由 引 理 6.4.2 的 结论 (1), 假设 O<ysy,, W 


M -g(va*p)' n 
ELK W, o (C078) 77? Hg V, | C055, CCSd DNU Y 
n E n 
{CT -1,) P M € C(T,4,,C,,C,,0,,0,, 7,4) MY 
n B 


由 u^ o” 的 定义 , 则 有 


Puzw) < P(uxzu") 
Peg") < P(pzo") 


€ 
< 一 . 


8 
Tiefe n 满足 


(CT 71) 0*9 M € C(T,,C,,C,,6,,6,, 4, )MY' p 


E 
一 ， 6.4.12 
; =, (64.12) 
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P(| Kpu ll,» n) S7. (6.4.13) 
同样 ， 有 引 理 6.4.2 的 (3)， 存 在 Bb >0 使 得 9<B<B 有 
-g pl f^^ q 
P(r E| C a em Kue dE on 


KAET (IK ule) Ku) Ie a 
< = 


7 
t P(uz u  )4 P(p 2 o") 
M— C,(T - 4)? |o I, tC, C5, C,.0,,9,. B, - P) | u” qp 
<h A 
+ P(u 2 u )4 P(g 2 o") 
Fr 使 得 


a 


_ 4 Nap) e q 
"Iu ty)" +CT, CCSS f, - B) |M sf (64 
7 


则 


$7, 0« B< B, (6.4.15) 


2 r 


P(r E| ^ Rute h)- Kali dr] 


NX O<y <y 0«B«f, Wr 满足 (6.4.12) 以 及 +r 满足 (6.4.15)， 可 得 对 
K(n,r,, B, y) A 


P(K uE K(n,n, B,y))& e, 
从 而 态 紧 性 可 证 。 
接 下 来 证 明 引 理 6.4.3 的 第 二 部 分 ， RET KT P(O Li T] 21) 中 的 距 
离 为 连续 的 。 | 
4 (u"IneN) A LGLDQqTLX) 中 的 序列 ， 存 在 一 个 


ue (GL T] X) EAU” uico, Ou” -zl -0 依 概率 的 。 由 
(u^ Ine 入 } 为 有 界 的 ,集合 {Ku" [ne NEED; P (n, T] X) P RS X 
FA KueD(O;D (TEX). Ast, MR Ku” -Kul 0 为 依 概率 的 ， 则 
Ku BSB K u 在 LO; Dr, T] X) P. RE, WR SEBUBDREBEG MY e> 0 A 
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6 >0 存 在 N 满足 


P(|| Ku ~Kull,>6)se, vn2>N 


pu 

MALT. 令 e>0 和 6 >0 为 给 定 ， 由 引 理 6.4.2 的 (2) 可 得 ， 可 以 找到 M >0 使 
得 

C(T,1,,C,,C,,0,,0,,q, p) M* : 


€ 
= T (6.4.16) 
l 


又 因为 lu" -zl 0 依 概 率 的 ， 存 在 一 个 N 使 得 


P(|u? -u| >M) < Vn2 N. 


ln 


定义 
r^ lu-u” |, « M, 
" | 0 其 他 ， 


和 


0 其 他 ， 
对 neN, 找 一 个 K> 0 满足 


e EN LSK, ` 
0 其 他 . 


yr .一 É | pa ls <M, 


则 对 M»048 
P| Kpu” -Kulla za) = PK, u” -Kull zau =u,9" -9) 
*P(| K, u” - K ull, 2 ou, *uorg^ #9) 
P(| K pu -K pup ||, 2 a) 
+P(u¥ #uorg* #9), neN. 
由 Chebyscheff 不 等 式 ， 对 w>0 和 M>0 满 足 (0)， 可 得 
P(| Kpu” - K u||, 2 Â) 


p 
Il K ut = K x Uy If, (n) 
——————————* Pu -u|l, 2 M)* PQoL,2 K) 


lA 


a’ 


6.4.17 
CT bas 0,,6,,0,,0,,9, PM" pepe ( ) 
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综 上 可 得 KEL (OSL (n, T] 30) 中 为 连续 的 。 


P(Q; D([t, T], VS) PRISE Hh Aldous 得 结论 得 到 , 而 紧 致 条 件 也 可 看 文 
献 ( Ethier 和 Kurtz[102] 或 者 Hausenblas[84， 附 录 ])。 为 了 证 明 算 子 在 
LGD T]; V5,)) PRI TE, lm du ps. 


引 理 6.4.4. 天 ,为 由 (6.4.1) 定 义 的 ， EA pcs Mo -p< 。 则 有 : 


(1) 存在 常数 C, «oo. MCT, hC Crs p) <0 ER 


ll Kpu ll, SC llo llo, , ACI 6,05, 0,.9,,9,. T^ Wull,, 


(6.4.18) 
uc VA (T) EV, p» 
(2) 存在 常数 C(T,1,C,,C,.q, p,050,, p) < o0 使 得 
Ku 7 Kav pap [C(T,t,, C, C4; p; ô s p). Il UV log 
| u,v eV (To eV, ,, 
(6.4.19) 


(3) 对 所 有 的 656>0 存 在 常数 记 >0 FICC, <w% 使 得 对 所 有 的 0<B<pB 和 
F,-E BI cA: 
a E|K,u(r*h) 一 Kur) us E] 


< 6"(C|o Ip, +C, ul.) . (6.4.20) 
uv eV. (T),o eV, 


0p d 


(4) #.5>max(5,+—,6, Hc) , 则 存在 常数 C,,C,,C,,C, < oo 使 得 
d 


E supl Ku) 5] < Clely , *C lul, «C, +CD ul 
fo st 


u,v eV, (T), ocv, -p 
(6.4.21) 


证 明 : 由 模 的 定义 Ul, MATK HE, WA 


p.o,-p 
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El GU, V, ESC +090) E, +£| sup f” S¢+0-s)f(u,_)as , 
-hs0s0 “0 


+E | 


+0 ~ 
sup [ [se + 0 - s)g(z,u, )N(dz,ds) |, 


-hsés 


«I SC 9) lel o) If, +EC sup [ ISC+0-s)f (u) L, d) 


+E( 


-hs0s 


sup | [15( «6 - s)gGsu, )L, vldz)ds) 


=C, lol, +h +J 


(6.4.22) 


XI J,$0J,, H Lipschitz 4&fF. Hólder 不 等 式 和 Jensen 不 等 式 ， 有 


J, = E(sup ["15(90-5)/(u, )L, ds)” 


-hs0s0 “0 


+0 
< — E(swp [ IS(+0-s) ow, yl fn) Ls, ds)? 
: -hs0s0 “0 S? P 


< E(swp [ (0-37? | f(u, )L, d) 


-hs0s0 0 


< C,- sup (1-8 —1,) 5 E( sup 三 [uk ds)?" 


< Cp sup(t*0-1,) ^P Wuly 


HUM 
| 


-hs0«0 -hs0s0 “0 


rr dla tl? 
-hs6«0 ua 


El sup [^ [|S(+0-s)g(zu, )L, v(dz)dsy" 


-hs8s 


+0 
< sup [^ [EISt*0- 5H, v 8m) By, (dds) 


-hs0s0 


< sup (^ [(*0-3)*" | gu, ) ^, v(dz)ds 


-hs0s0 "o 


< C, 


S sup {C, -(t+0- sg PP ug 
-hsó«0 


sup ((t--8— sy". (qu, qd) 


-hs0s0 


rr itt] * 


HP rii p(l-1/r+ p-6,)>0 Ml p(l-1/r-(p-6,)p)>0. AA q WER 


& p(1-1/q*p-ó,)» 0I p(l-1/q-(p-6,)p)>0, 得 


Il K,u I 


p,o,-p 


= sup E || (Kpu), |e, 
ty SST 


<C, [|g ll, | *sup(C,: sup(t«0-4) ^7? — (6423) 
PP teStsT 0 


-hs0s 


+C, + sup C(r« 0-5) OP”) ue 
-hs8s0 


«C, |ell, | &C(T,5,C,.C,,8,.6,, P lw Ie, 


其 中 C(T,t),6, 


,6 让) 为 常数 ， 式 (6.4.18) 得 证 。 
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不 等 式 (6.4.19) 同样 由 


E || (Kpu), - (Kv), lle 
<E| sup (^ S(r*8-s)f(u, )- f (v, sp", 


-hs0s0 “0 


+ sup E| [ [se *0-sYg(z,u, )- g(z,v,. )N (dz,ds) |? ; 


-hs0s0 


< sup E(("15(«8-)U(u.) - fly 45) 


-hs8s0 


+ sup ECS” [150 «0 gG.u.) - gv, ) Lp vldz)ds) 


-hs0s 
=J, t4, 
(6.4.24) 
以 及 | 
+0 
J, € sup E([ 150-5), s ill S@I-LO% Ls, di 
-hs8s0 — "o fost f 
< sup (t 8—1,y NEC, - sup ("I u, —v, ||? ds)" 
| -hs0s0 -hs@s0 "9 
< Cp sup ((&0-() 77? u-v Me gta 
-hs<bs0 iiki 
+6 
J; < sup [ | E|S(t+O-s) Py, y gu )-g(v, l^ v(dz)ds 
-hs0s0 "9 ^ g’ -P g 
< sup (t40— s) 07 P sup “i u, —v, |i ds 
-hs8s0 .  -hs0«0 “o 
< C, : sup C(t 8 — sto» ll u-—-v uem i 
-hsgs0 eid 
WA 


IKu- Kev Ul 0,-p= sup E || (Kyu), 7 (Kev), llc... 


< sup ( sup (t 4-0 —1,)" 77? 


IpStsT -hs050 (6.4.25) 
+ sup C(t£8-s) ^ *PyMu yl s 
-hs0s0 Se 


SC(T,f,,C,,C,,q, 0,0,,0,, p) | u — v I 


从 而 可 得 不 等 式 (6.4.19). 
为 证 明 (6.4.20)， 注意 到 
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K u(t - 0) - K u(t) 
= (S(t- 0) - S(t))g(0) 
+ [ "S(*0-sXf(u, )ds 
€ [^ [50-58 )N(dz,ds) 
= (86) - DSO « SO) - D ("^ SEs f, Ja — 
+(S()-D [^ f S(t-s)g(z,u,_)N(dz,ds) 
+ [ “ S(+0-5)f (u,_)ds 


+[ [S(t+0-s)(g(zu, )N (dz ds) 
- [S(6) - TISO) -[S(6) - IK u(t +8) 
+F (t,0) + F,(t,0), 


因此 S()-1- f AS(r)dr , A 
ISO-ISO Lus < [14509(0L,., dt. 


( rar g)1, (6.4.27) 
< CH |g|,. : 


IA 


^ 


E |[S(0) - 11K (t * 0) ,,, S 0" E| K u(t -O)p?, . (6.4.28) 


-y+6 


与 证 明 (6.4.6) 和 (6.4.) 同 样 的 方法 ， 可 得 
ELECO Pps < CEL feu, S) Lo, di 


< cg" tnm Elus) ey, 
P : (6.4.29) 
E|E(GOU,, s CEI[ | S¢+0-s)g(z,u,)N(de,ds)P 


-y+6 -ytó 


I^ 


C, gro P E uts- ey". 
将 (6.4.27)、(6.4.28) 和 (6.4.29) 代 入 (6.4.26), 可 得 
a E| Ku(r+h) - Kul) Enol F] 
< CO lo? HCT Er (6.4.30) 
+C eae AS uNe, 


也 即 是 不 等 式 (6.4.20)。 
最 后 ， 证 明 (6.4.21), 由 
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( [SC-s)g(z,u, )N(dz d) - | | Gu, )N (az, d) 
É [ Sqt-s)4[. | au, )N (az, dr)ds, 
有 
E sup [h K,u()Ilc_s]= E sup | sup S(t * 0)o(0) Ls 


+E sup sup | sup [ 50 — $)f (u, )ds |, 


t StST -hsb<0 -hsds0 "o 


+E sup | sup [ " | S(¢+O-s)g(z,u,)N(dz,ds)L, — (6431) 


stsT -hs0<0 o 
+0 fe 
+E sup | (^ S(¢+0-s)Af | &(z,u, )N(dz, dryds Ls 
qj sisT 0 j 
=J +J, eJ, J. 
Xy «ófló»ó,-1«1/q, A 


J, <E sup , ISHPO)LsSC llel,- 


由 Minlowski 不 等 式 得 对 sa =8-8, A 


J, s Esup| sup (^ S(*0-5)f(,)L, ds 


SIST  -hs6«0 *o 


IA 


E sup sup ["(t+0-s)*| flog d 


+0 “5 
< Esup sup (^ (+0-5) llu, Ile suu, ds 


fy StsT -hs0s0 "9 


+0 s 
s Eswp([ @+0-8)* lu. lus, ds 


-hss 
C(T -1,) ^ Wu 
C, Il u 


I^ 


;- M 


5- ll, T 


由 引 理 6.2.1 A g 的 Lipschitz 条 件 得 


J, < sup £( [ . [scr *0— s)g(z,u, ) |; v(dz)ds)" 
-hs0s0 
< CT- lu, I, 
= C, il Uu. m s, 


& ¢,=1+6,-5, Bi Minkowski PFAM Ho Ider 不 等 式 得 
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J, < Esp sup 六 1SC+6-94[ [ gu, ) Nd, dr)L, ds 


fy StsT -hx8«0 “0 


IA 


E sup sup [ (t+O-s)* | [ | g(z,u, )N(dz, dr) |, ds 


lo StsT -hs8«0 “0 
S E sup( sup [ (t 9 — s) *^ dg) 
fystsT -hsgs0 “o 
+0 o 
AS IF [ eus Nan, ds)" 
< (T-a sp([ E|g(z,u, JV... v(dzdrY"" ds)" 
(1-1) sup (| Ph Elam.) aang, vd 四 
< C,(T -1,)"^( sup (ix f | Elu v(dz)dry'" ds)" 
g px = Q JA r- i-ó*140, -6; 


S nC, (T -h y^ (f Ue | ated, a ds)” 
= C, I u,- PP ' 


综 上 可 得 (6421) . l 
5| E 64.5. 同样 在 定理 631 的 假设 条 件 下 ， 而且 


ô > max(6, ð, 1-20) » WHF KE DD QT] X) 中 的 有 界 集 为 


P(O% (t, TE V5) PRR BE LD (QQ (n, T]; X) Pu” ou, Ku? > Ku 
A PO D([,T]V) FR Wü B. Ku e P(O Dln TE; V.S). 

WH: $ 4 DOS TEX) FRR, Hu KA 在 
DQ; D((t),T] V5) FAS BI. £»086,» 0 为 给 定 的 常数 。 由 peL V) 
则 存在 M, < oo 使 得 

Pol, 2M)s— (64.32) 

因为 4 为 有 界 的 ， 则 存在 M, <% 使 得 

E 


Pul 2M,) <$, ued (6.4.33) 


p 


和 前 面 一 样 ， 令 M = max(M,M,) Ru, go, M ueA, Hin »018 
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P(| K u(r * h)- K,u(r) » n) 
= P( K u(r - h) - K u(1) |» n," ug" =9) 
+P(|K,u(t+h)-K,u(r) |>7,,u" &uorg" +o) 
< P(| K ,u" (t+h)-K ,u" (r) |» n) 
+P(u" zu) P(g” +o) 
l M = M p 
EA a (rt h)-K pu (7)| 
n" 
+P(llu l 2 M)+ Pdo|,2 M),ue A. 


由 引 理 6.4.4， 存 在 所 >0 和 常数 C,C,<o 使 得 对 所 有 0<B<A A 


0«h x08 
Ku “(r+h)-K yl “(TF 
jp ten ued. 
AE 
p 
P(K,u(r-h) —-K,u(t)|>7) pM. PI 0«h XÓ,ue A. 
n 
E 6>0 满足 
(C* C^ M" € 
|) 2 
则 


P(K,u(r*h) -Ku(r)l»r)se0sh <0,uE A, 
这 样 证 明了 Aldous 的 条 件 。 由 引 理 6.4.3 给 出 的 紧 的 条 件 和 [84] 中 的 定义 
AZ, 从 而 得 对 所 有 的 <8, 嵌入 VS 人 的 为 紧 的 。 特 别 的 对 s>0 和 
5emax(5,+119,5/+1-1/g0)5) 为 给 定 的 ， 常 数 Mi,M; AM 如 上 给 出 的 ， 


则 对 R>0 有 
P(sup | K,u(t)|;2 R) « P( a" |K ^U. (t) |;2 R) 
lg AST T 


Pla Hr Ru szu") 
TID (gut ue R,o #0"), ucA 


对 上 面 的 不 等 式 ， 应 用 Chebyscheff 不 等 式 、 引 理 6.4.4 和 Jensen 不 等 式 ， 
可 得 存在 常数 C <o 有 
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E sup |K uu" (t) l 


P(sup |K ul> R) < 一 和 
sd (t) > R) Re 


+P(uzu")+P(p#o") 

(C; + C, +C, +C,)M? 
R? 

+P(g_, 2 M), ueA.. 


对 R> eter), hu 
P(sup |K,u(t) 52 R)  e,u e A 

从 而 证 明了 紧 致 性 条 件 满足 。 | 

4 5 >max(5, 41/9,0, *1-1/3,p) , TERRA pe (QV). F- 
WEF K, AMD (Gs I (6, T] 3) 80 P (O D({t, TE VS) 连续 的 。 

Q (^,neN)cD(OD(uTLX) 为 一 列 随 机 过 程 ， 满 足 
u^ ueLD(O D[STLV,). dsl 644, 可 知 集合 {Ku nen} 为 
L(OD(tTLV,) P X WD. $ c>0y>0 A tA f. (f 


(tst cl TIEN, FIN M>0MK>O#E 


i 


gy" 
P « ——————, (6.4.34) 
2C(T,ts,q, p,6,,Ó,, p)k 
P(oL,? K)s (6.4.35) 
可 以 选择 NEB 
(n) E 
P(|u cup eM S aN (6.4.36) 
ur u^" $n oF $0538 6.4.3 中 一 样 ， 则 
P(max | Ku" (t) - K u(t,)L,» y) 
(6.4.37) 


k 
< 2, P( Ku (t)- K ut.) L,» 7). 


由 Chebyscheff PEAGA ne NA 
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P( Ku" (t)- Kutt, L,>7) 
S Pl Ku™(t)— K,u(t,) | ,> ys u, = u,p* Ex 9) 
+P( Ku"? (t) Kut)|,» yu, uor g *9) 
< P(K u^" (t)- Ku, (t)|,» Y)* Plu, tuor g" #9) 
: E|K ,u^"" (5) - K uj (0, 
< 
+P(u" ¢uor o* #9),i=1,--,k, 
Bu“ 和 u” 的 定义 以 及 M 和 天 的 值 可 得 对 neN 有 
P(| K u (t) - K,u(t,) | > y) 
'C€(.4,0,0,,0,, pM" 


Plu" -u| > M) PQoL,2 K) 
y 
< P uo. i=1,---,k 
2k 4k 4k k 
(6.4.38) 


将 (6.4.38) 代 入 (6.4.37)， 可 得 对 n>N 有 


€ € 


P(max | Ku”) -K,u(t,)|_,>7)Sé. 
因此 有 


(u(t, ),: à u(t, » —> (u(t, b" “u(t, )) 
当 nol ARR, NERA (st c [T] Be RA. HB 
Ethier 和 Kurtz[102] 中 定理 3.7.8， 可 得 大 ,为 连续 的 ， 也 即 Ku” + Kou 在 


D(OQ; (t TVS) P, Hu su Ku” > KueLD(Q;D([t EV). 
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Ste Hilbert 空间 中 的 Lévy 过 程 驱动 的 半 线 性 随机 
| By TB 28 tB Aue 斤 可 控 性 


7.1 引言 


这 里 主要 研究 下 面 的 Lévy 过 程 驱 动 的 半 线 性 随机 时 清 系 统 的 渐 近 可 控 性 : 
dX (Ð) =[AXO+ | a()4, (t s)d, + G, X (0) + Baul 
+9(t,X(t))dZ(t), te J :- [0T], (7.1.1) 
x(0) = p^, x(s)=p'(s) | ae  seJ,:-[-h,0], 


: SHA V 为 两 个 实 值 可 分 Hilbert 空间 ， 有 VcHcV', 空间 V 的 内 
积 和 范 数 分 别 为 <>, 和 站 小 。 这 里 的 4 为 定义 在 Vx 上 的 一 个 半 双 线性 型 
算 子 且 满足 Garding’s 不 等 式 。4 为 一 个 从 VV 映射 到 V* 有 界线 性 算 子 , 同时 算 子 
A Bk D(A (2 DC4) 赋 予 4 图 范 数 ) 到 空间 互 为 连续 的 。 非 线性 项 C(4X(D) 为 


Lipschitz ŻERA, BR Lh, T; V RILI, H). BEZO} 4-— Hilbert 空间 


中 的 一 个 独立 增 量 过 程 并 且 是 二 阶 定 局 部 有 界 。 为 了 深入 研究 ， 需 要 更 多 相关 的 
假设 ， 这 些 假设 将 在 下 一 节 里 给 出 。 


随机 系统 的 控制 理论 在 最 近 收 到 很 多 的 关注 ， 如 Klam'a[45,46] 、 
Balasubramaniam 和 Dauer [44]. Yuan 和 Mao [47]. Mathukumar 和 
Balasubramaniam [1] ， 其 他 更 多 的 研究 文献 可 以 参看 文 后 的 参考 文献 。 由 于 时 
浦 系统 在 实际 应 用 中 的 重要 性 因此 已 经 有 许多 学 者 对 时 滞 确 定性 系统 的 可 控 性 
进行 了 大 量 的 研究 ， 如 Baghli、 Benchohra 和 Ezinbi [41], Balachandran 和 
Dauer [42], Jeong [86], Jeong. Kwun 和 Park [43] 等 。 在 文 [43] 中 ， Jeong. 


Kwan 和 Park 考虑 了 方程 (7.1.1) 满 足 g(t,X(1))=0 时 , 在 Hilbert 空间 里 证 明了 系 
统 的 渐 近 可 控 性 . 当 G(1,X)= f(t,X(1)) 并 且 {2Z(1)},,。 为 一 个 Brownian 运动 或 
者 说 一 个 Wiener 过 程 , 这 个 过 程 有 有 界 的 迹 算 子 C 满 足 Q20, 这 时 方程 (7.1.1) 
在 文献 [1] 中 得 到 了 很 好 研究 。 
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在 本 章 中 ， 我 们 不 需要 像 文献 [43] 中 利用 Leray-Schauder 不 动 点 定理 来 证 明 
系统 的 渐 近 可 控 性 。 对 于 随机 于 扰 的 处 理 ， 由 于 随机 干扰 考虑 的 是 Lévy 过 程 ， 
这 里 利用 Gaans 的 文章 [87] 中 对 Hilbert 空间 中 的 Lévy 过 程 采 用 级 数 方法 所 得 到 
的 结论 ， 对 方程 (7.1.1) 的 渐 近 可 控 性 进行 了 研究 。 这 一 研究 实际 上 是 将 文 [1] 中 
Brownian 运动 驱动 的 随机 时 灌 系 统 的 可 控 性 相关 结论 推广 到 了 Levy 过 程 驱动 的 
时 漠 微 分 系统 中 。 

本 章 的 主要 内 容 安排 如 下 : 第 二 节 主要 介绍 关于 系数 和 Lévy 过 程 的 一 些 介 
绍 和 基本 概念 , 第 三 节 里 为 本 章 的 主要 结果 以 及 对 主要 结果 的 证 明 , 最 后 在 第 四 
节 中 我 们 给 出 了 一 个 例子 来 说 明 我 们 的 结果 是 正确 有 用 的 。 


7.2 几 个 假设 和 概念 


令 (OF, 站 为 一 个 概率 空间 ， HF CASA {Eo 大 和 五 为 可 分 的 实 
值 Hilbert 空间 , 过 程 Z ={Z},o 为 一 个 定义 在 概率 空间 (Q,F,P) , RE Hilbert 
空间 K 上 随机 连续 的 平稳 独立 增 量 过 程 ，Z(0)=0 同 时 对 所 有 的 T>0 满 足 
sp E|Z)'«« . FON Z0) 的 一 个 协 方 兴 算 子 满足 对 所 有 的 .ye 有 
<Qx,y>=E<2(),x><2(1),y>，, 则 OQ 为 一 个 迹 算 子 。 设 (h)_y(Ne N) 为 空间 天 


一 个 正 交 基 ， 这 一 正 交 基 为 算 子 O 在 特征 值 (14) “下 的 特征 向 量 。 这 样 我 们 可 以 
写成 以 下 形式 


m:-EZ() Z()-Z()-m, 
Z(n:«Z(h»,  tz0ieN. 


通常 ， 将 所 有 的 强 可 测 而 且 平方 可 积 的 值 沙 在 空间 万 上 的 随机 变量 表示 为 空间 
D(0,H), lal (0, H) ER GRA | XO - GEI XC o) [^ « 

注 : 迹 算 子 2 为 对 称 的 、 半 正定 的 满足 迹 为 traceO 2 EJZ(D |] » — 这 样 可 
以 得 到 0 相应 的 特征 值 为 A=E7,(1)\ 其 中 ieN， 对 特征 值 44 有 
D4=traceQ . 


ieN 
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引 理 72.1. ([87， 定 理 1.3]) 40:[0,40) > Z(Q; L(K, H)) 为 一 个 适应 的 
连续 映射 ， 这 里 L(K,H) SCRPLIBSUSAATERTKOH, ud 为 空间 
L(K, H) HER ay [ Dhd ZO EZA Po, H) 中 为 收敛 的 , 也 即 是 有 ， 

并 oond5= [ (4209) 


同时 对 所 有 的 :>0 都 有 


EY [oad = LAL Ele oP as 
iEN 1eN (7.2.1) 


< (trace) [ E IDC) IP ds. 
4 LF BP FA [0,00) 上 的 Lebesgue o - 域 和 [--h,0] 上 的 Borel o - 域 。 同 时 令 /为 


一 个 [-h,0] 上 的 Borel 测度 ，g :[0,00)x[-h,0]xV xV > HAMA EO PRR 


非 线性 映射 : 
假设 (H7.1) 


(i) HERK x, y eV BR glx y) AIR Lx B-a WR; 
(i) HEIR L LLL, Ef 
gt,s, x 7)— 865% sLlx-xl*Li»x-»xi. 022 


| g(1,5,0,0)|s Ly, (7.2.3) 


对 所 有 的 (t,5)€[0,00)x[0,00) Fl x,,%, 4% EV。 
对 于 xeL(-ATV), T>0, Rw 


G(t,x) - | o(t,s,x@,x(+5)) (ds) 
同时 给 出 如 下 假设 。 
假设 (H7.2) 令 g:JxV 一 L(K,HH) 为 一 个 非 线 性 映射 。 对 任意 的 x,x, eV ， 


存在 常数 L >0， 使 得 
Ill P(t, x) -— LX) IIIS L 1x, -t,t,0)=0 (7.2.4) 
类 似 于 Jeong [86]， 可 以 定义 方程 (7.1.1) 的 解 半 群 如 下 ; 
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S(g = (x(t; p), x, C; p), 
KPA p=(p’,p')eZ:=HxL(-h,0;V), x(t; p) 为 方程 (7.1.0 满 足 u(t)=0 和 
G(t,x)=0 时 候 的 解 , x (s; p) 表示 的 是 定义 在 [-h,0] EAN BR x (s; p) 9 x(t +5; p) » 
SQA-*Z ENC FH, Si) 的 无 穷 小 生成 元 为 4 并 有 如 下 特征 
D(A) ={(p’,p'): p° e D(A), p' e H” (-h,0;V), p (0) = p", 
AP" + [, aG)4 p (s)ds e H), 
4 -(Ap * | a()Ap (ds, p) 


由 半 群 的 性 质 ， 那 么 这 里 存在 常数 a >0 和 MM >1 使 得 

|| S(t) I s Me? ,0 «t « oo. 

利用 方程 的 解 半 群 (具体 的 可 以 参考 Di Blasio et al. [103]; X Nakagiri [104]), 
方程 (7.1.1) 可 以 转换 成 下 面 的 抽象 的 发 展 方程 的 形式 


dw(t) =[Aw(t)+G(t,w(t)) + B(u(t))at 
+0(t, w(t))dZ(t), (7.2.5) 
w(0) =p, 


其 中 w(f)z(x(5p,ux(;p.u)eZ, pez, 
Git) = f, 8,5,440), ds, Bu = (0) O(t, WE) = 9(t,x(0),0). 
方程 (7.2.5) 的 适度 解 为 | 
wp = S(t)p+ [Sq -5)(GG (9) Blu(s)}ds 


(7.2.6) 
+ [ S(t- s)®(s, w(s))dZ(s). 


定义 系统 (7.2.5) 的 可 达 集 为 满足 如 下 条 件 的 集合 ， 
R(T, p) - Z(T; p,u) :ue L'(0,b;U)}. 


定义 7.1[45] 系统 (7.2.5) RAT 上 随机 相对 渐 近 可 控 的 ， 如 果 满 足 
R(T, p) =D (Q,F,;Z). 


ERE. FMA LO, F.Z) ER Aa ER Se INIT PAAR. 
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7.3 AMER HETE 


Muthukumar 和 Balasubramaniam 1E X [1] F 4 $| T 35 & £t (7.1.1) s E 
G(t,x) & f(t,x) , MAH SKY SPIE A Brownian 运动 的 时 候 ， 系 统 的 渐 近 可 


控 的 充分 条 件 。 
现在 考虑 当 系 统 (7.1.1) 不 满足 上 面 提 到 的 条 件 时 , 系统 的 渐 近 可 控 性 的 充分 


条 件 。 为 方便 起 见 ， 假 设 半 群 S(L) 为 一 致 有 界 的 ， 也 即 是 对 所 有 的 常数 M >0 都 
有 
ISI s Mr>0 


首先 ， 给 出 一 个 相关 引 理 。 

引 理 7.3.1. [43, 引 理 3.1]9 xe D(-A,T;V) ,T 250.9] G(,x)e P(0,T; H) 并 
i 

IGG) lorm € HAO) VT €, L)xlas, (73-1) 

+b) Ml ;or 

另外 如 果 有 x,,x,eL(-hT,V), 那么 

IGC.%)-GO* porn < EhM + D)lx 7x) leery nai 

thls ;ow u | 


引 理 732. Su Mu, ASA D (0,T;U) 中 的 两 个 变量 。 假 设 (H7.1) 成 立 ，， 
则 有 | 
E || w(t; p,m)— w(t p,m) |S 6MT|Bu-Bu Ihorg My — 033) 


其 中 M, =exp{6MT u([-h,0](L, + L,)+ 6MT -m- L, +2MT(traceQ)-L,}. 


证 明 令 f(t,w(t)) = OU, w(t))-m , Owe) = Ot, wh, t>0,we Z. WA 
(7.2.6) FMF FX 
w(ts pou) = S()p* [St-5GG ws) fw) 


(7.3.4) 
+B(u(s)}ds+ Y^ [ S(t — s), (s,w(s))d Z (s). 


这 样 ,可 以 得 到 下 面 的 结论 
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E || w(t; pu) -w(t; pu) IP 
S2E|| (Sq - EG wi p.) - G(s, ws; pu] 
Wf (s,w(s; pu) — f(s, wG; p,u,))] * Bu -u,))ds |f 
EY, [5€ 9t6, ws po) -, Gi pam Md (5) IP 
<6[\|S¢-s)|f ds [E | [G(s, w(s; p,u,)) - G(s, w(s; p,u,))] |l ds 
16m? [se - s) | EMO, ws; piu) -Ds, ws; p. di 
32 [I5(—5)ff LAE IO, ws p) - D, ws pus] ds 
+6 [|| S(¢-s) |? EI Bu, -u,) f ds 
< (6MT u([-h,0](L, + L,) + 6MT -m- L, 
32MT(traceQ)- L)- | E |] w(s; p,u,)-w(s; pu) |f ds 
+6MT || Bu, =u) Por 2 
应 用 Gronwall 不 等 式 可 得 ， 
E || w(t; pu) - w(t; p,u,) S OMT || Bu, — Bu, [Fa 47.7) 
exp{6MT u([-h,0]\(L + L,)+ 6MT -m- L, + 2MT (traceQ)- Lj). 
接 下 来 ,我 们 将 给 出 方程 (7.2.$) 在 J 上 是 渐 近 可 控 的 定义 : 对 任 给 的 e >0 以 
及 所 sZ ， 如 果 存在 一 个 控制 we LOTURA | | 
Ellé, -S(T)p- [ S(T -s)G(s,w(s))ds 
E f S(T —s)®(s, w(s))dZ(s) - [ S(T — s) Bud; lf « e. 


为 了 证 明 渐 近 可 控 性 的 结论 ， 给 出 如 下 假设 : 
假设 (H7.3) 对 任意 的 gg e 了 (0,7;Z)， 存 在 一 个 ue (0,T;U) 使 得 
Ef [ S(t-s)q,ds~ | S(¢-s)q,Z(s)} = { S(t — 5) Buds, 
Bul. S NEII (Std lf +E [ St a dZ ID). 


其 中 为 一 个 独立 于 9 和 的 常数 。 


定理 7.3.3. 假设 满足 假设 (H7.1)-(H7.3)， 系 统 (7.2.5) 在 J 上 是 渐 近 可 控 的 。 
证 明 从 定义 可 以 看 出 我 们 要 证 明定 理 也 就 是 证 明 对 给 定 的 se>0 和 


Ee D(4)， 可 以 找到 存在 一 个 we LOT UER 
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E\|é,-w(T; pu) ff « e. 


下 面 来 证 明 ， 因 为 &.e D(4)， 那 么 存在 一 个 ge 1’ (0,7;Z) 使 得 

| SC -qs)d = -Sp 
(例如 ;qi(s)=(6 一 s46i)-S(s)p/T)。 令 ue 了 (0,7;U) 为 任意 给 定 的 。 由 假设 
(H7.3), 存在 一 个 w, e (0,T;U) 使 得 


E [ S(T-s){g -GC,w, pn ds) - E | SCT-s)PC,w, p,u,))dZ(s) 


- ( s@ — s)Bu,ds, (7.3.5) 
因此 ， 
& -STT)p- E | ST-5)GC,w, p,m)ds 
- E ( ST - 8C wC, p.) dZ(s)- [ S(T 5) Buds = 0 (13.6 


同时 也 可 以 选择 v, e D(0,T;U) 使 得 


E [ ST -GC we, pi) - GC mC p,u))ds 
-E| ST - S16, wC. p.i) - C, ws p.u,))]4Z(s) = | S(T —5)Bv,ds, 
(7.3.7) 
和 
lB» Peony < NEEL IST -GC wps) - GC wC, p.i, DIP ds 
+E || [ SC -DCW pi) - OCW, psu DAZ) IP} 
NMT -E [ |GE, wC, p,u)) -GC WC, p,m NIIP ds 


+NMT -m- E [ OC, wC, pin) - C, wE, p,n) IP ds 


lA 


+NMT (traceQ)-E [ I] C. wC, p.m) -OCW pus) IP ds 
(NMT(, + L, )ul-h,0]+ NMT -m- L, 
+NMT (traceQ}L}E | ewGpan)-wC, pan) ds. 


l^ 


4 M, NMT( + L)u[-h,0] - NMT -m- L, + NMT(traceQ- L,). 


75 


中 南大 学 博士 学 位 论文 第 七 章 Levy HERDER SFDE 的 渐 近 可 控 性 
则 由 引 理 7.3.2 可 得 
mu uec vf 
| Bv, lust Mi Mr Gy | Bu, - Bu, ss ? 


E [ Stt - S)IGG, ws, p,u,))- G(s, ws, p,u,))]ds 
-E [ S(t-s)[(s,(s, p,u,)) - O(s, Gs, p.4,))]4Z(s) 


- [ S(t — s)Bv,ds, 0xtsT. 


重复 前 面 的 工作 ， 可 以 得 到 一 个 序列 {x } ,使 得 ,=w ~v,， 同 时 由 


| Buu, p Uns) ee S | Bv, Jg (0,7;Z) 
pr? 
一 ~ \n-l 2 
S (6MTM IM?) Tn) | Bu, 714) ll rz 

可 以 得 

e 6MTM M: Ë n. 1l 

> | B(u, — Up) M T;Z) < ` 一 一 一 一 一 一 ] X jme | Btu, =u) Daz 

n=l TT n=0 2 n! 

S o. 


” 综 上 可 以 得 到 w e (0,T;Z) 满足 


lim Bu, =w"inL (0,T; Z). 


因此 对 斋 >0， 存 在 一 个 整数 N 使 得 


2 € 
| B(uy m Uy.) lara 2M 
所 以 有 
€ 
| [50-926 -ws 


这 样 就 可 以 得 到 
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Elé, -S(T)p- [ S(T -s)G(-,w¢, pu, ds 


-Í s( -39, wt, p,uy )dZ(s)- | S(T -s)Buyds IP 


¢ 
«2E|£ -S(T)p- | S(T -5)8C, wC, p.n ds 
" f S(T —s)®(-, w(-, p,uy))dZ(s)- [ S(T —s)Bu, „ds |f 
+21 [sa 50, -wd 
SE | 
从 而 定理 得 证 。 
7.4 举例 


这 一 节 中 ， 考 虑 下 面 的 时 沛 微分 方程 


dy() - LA | a(s)Ayy(t—s)ds+ g(y(t)) + Bu(t)]dt + DOAZ) 
0<x<a,teJ=[0,T], (14.1) 

y(t,0) = y(t, 7) 20 t20, 

y(t, x) = (t, x)t e J,, O<x<7 


其 中 和 = 更 有 D(A)={ye H (0,2): (0) 2 y(1) 20) 和 
le(yJ-sO) Ly -y f 对 任意 给 定 的 常数 L >0. 
利用 Da Prato and Zabczyk [21] 中 常用 的 方法 ， 可 以 将 系统 (7.4.1) 写 成 方程 (7.2.5) 


Cx, HW X=L((0,2)), Zi) 表示 Hilbert SMH PW Lévy WH. > 
A:H2 HB FXEX 


Ag = ae + f, as) £0 t 5)ds, 
E XU D(A) c D(4,)。 则 ，A4 生成 一 个 对 称 的 五 中 的 C,- 半 群 e“， 这 样 就 存 


在 一 个 常数 M >0 使 得 4 的 特征 值 和 特征 函数 分 别 为 1 =-n 和 g(x)=sinnx。 
令 


U={u:u=) u,9,:) u; «oo RA lull Qu^) 
n=2 n=2 


n=? 
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Bu = 2,9, +5 uo, for u- Yu, eU. 
XA, AY BE Jeong, Kwun 和 Park 在 文 [43] 中 给 出 了 很 好 的 定义 的 。 从 而 可 
知 B 满 足 假设 (H7.3)。 令 (hh) 为 一 个 中 的 正 交 基 来 源 于 特征 算 子 O， 同 时 令 


(4),w 为 对 应 的 特征 值 。 令 中 (y):=D(y)h 和 中 (y) 对 每 一 个 ie N 为 连续 的 ,同时 
使 得 存在 常数 L >0 有 


?19,0)-9,0) IF Bl -yl 
因此 ， 在 上 面 的 假设 条 件 下 ， 函 数 & 和 中 满足 假设 (H7.1) 和 (H72). 也 就 是 说 
方程 (7.4.1) 满 足 上 面 定 理 7.3.3 所 要 求 的 条 件 ， 因 此 方程 (7.4.1) 是 渐 近 可 控 的 。 
近 可 控 性 。 | 
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